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Введение, 

§ 1. Представление результирукнцей системы сил. 

Векторный анализ является математической дисци¬ 
плиной почти столь же наглядной, как и сама геометрия; 
в своих определениях и заключениях она непосредственно 
следует геометрии. Насколько сжатые, наглядные и вы¬ 
пуклые представления дает векторный анализ — по сравне¬ 
нию с обычным для всех случаев, которые рассматриваются 
в двух или трехмерном пространстве, будет показано в 
первом параграфе на примере. Этот пример вместе с тем 
покажет и на различие двух существенных определений 
векторного анализа-скаларной величины и вектора. 

Пусть на свободное твердое тело действуют силы 
Я2» • • • приложенные в точках Р2> • • • Рп. 

Подобная система сил может быть заменена одной 
равнодействующей и парой, величина которой находится 
в зависимости от точки приложения равнодействующей. 
Аналитические выражения величин равнодействующей и 
пары мы получаем разложением всех действующих на тело 
сил на составляющие по каким-либо трем направлениям, 
напр., в прямоугольной системе координат по направлениям 
осей координат; складывая затем одинаково направленные 
слагающие, мы получаем в результате равнодействующую 
и пару. Так нас учит старая аналитическая механика. 
Более наглядно и, можно сказать, непосредственно задача 
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решается геометрическим путем, минуя разложение на 
составляющие, последовательным применением теоремы 
параллелограмма сил и статических моментов. 

Представим себе, что помимо данной системы сил 
р2 • • • действуют еще две другие, из 

которых силы первой /^2 • • • п приложены к любым 
точкам данного тела, но равны по величине силам пер¬ 
воначальной системы и одинаково с ними направлены, а 
силы второй системы равные также по вели¬ 
чине силам первой системы я приложенные в тех же 
точках, направлены противоположно. Система . . . Р'^ 
приводится, согласно теореме о параллелограмме сил, или 
короче говоря посредством геометрического сложения—к 
равнодействующей Р. 

(1) (+)... 

здесп знак (+) указывает на то, что силы слагаются 
геометрически, т. е., что принято во внимание их направле¬ 
ние. Две остальные системы сил представляют собой 
систему пар сил, статические моменты которых по своей 
абсолютной величине, т. е. безотносительно к их направле- 

нию, равны Р^г,зіп{Р,г,), 

где обозначает расстояние точки приложения силы 
Р^ от произвольно выбранной точки приложения равно¬ 
действующей ; направление берется к точке приложения 
последней так, чтобы угол (Р^ г^) имел постоянно вели¬ 
чину < 7г. Величины этих моментов откладываем па¬ 
раллельно оси вращения в таком направлении, чтобы для 
наблюдателя из конечной точки отрезка вращение казалось 
положительным ^). Складывая эти отрезки также, как 
раньше силы, получаем результирующий статический 
момент. 

Т. е. против движения часовой стрелки. 
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к = [Рі Гі 8ІП (Рі Гі)] (+)... (+) (Я„ аіп (Рп ''п)! 

Это выражение мы можем написать короче однозначно: 

(2) К = (Яі (+) (Р2 '•2) (+)■•• (+) (Рп^-п), 
где под (Р| г |) мы представляем себе отрезок, абсолютная 
величина которого равна произведению: 8Іп (Р^ ), 
а направление берется перпендикулярно плоскости Р^ Г| и 
притом с той стороны этой плоскости, глядя с которой из 
свободного конца отрезка (Р^ ^^) кратчайший переход, 
вращения направления Р^ в направление соответствовал- 
бы положительному вращению 

На черт. 1, при произвольном выборе точки А при¬ 
ложения равнодействующей, дано построение равнодейст¬ 
вующей силы Р и обоих моментов (Р^ Г]) и (Р2 Г2) для 
двух сил, приложенных к твердому телу в точках т^,— 
Точки /«2и Д совместно с направлением силы Р^, могут на¬ 
ходиться в плоскости чертежа, сила Р2 находится вне плоско¬ 
сти чертежа и направлена кверху. На черт, 2 дано построение 
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результирующей статического момента . К» Плоскость 
чертежа взлта параллельно осям вращения пар; отрезки, 
изображающие моменты, отложены, как по величине, так 
и по направлению, от одной и той же точки и дают в 
результате геометрического сложения отрезок К, пред¬ 
ставляющий собой, как по величине, так и по направлению, 
результирующий момент пары сил. 

Уравнения (1) и (2) дают нам символические пред- 
сгавления геометрического построения. В то время, как 
при аналитическом способе мышления мы складывали между 
собой лишь величины одного и того же направления 
(слагающие-компоненты) — в данном случае мы имеем 
дело со сложением таких членов, которые различаются 
между собой не только по величине (абсолютному 
значению), но и по направлению; лишь прини¬ 
мая во внимание направление, мы имеем возможность 
производить вычисление. 

В отличие от чисел — скалярных величин, 
мы обозначаем величины, отличающиеся между собой не 
только по величине, но и по направлению— 
векторами, или величинами с данным на- 
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правление!^. Если эти символы применимы для 
описания различных геометрических построений, или даже 
физических явлений, и если они дают при этом простые 
аналитические правила исчисления, без последующего 
перехода к обычным аналитическим способам изоб¬ 
ражения, то, конечно, методы векторного исчисления, по 
сравнению с методами чистого алгебраического анализа, 
имеют, большие преимущества в силу их геометрических 
представлений и большей простоты. Для этих целей были 
выведены правила исчисления, аналогичные правилам 
обычного анализа для скаларных величин. Выводу этих 
правил, составляющих необходимые обоснования метода 
представлений посредством векторов, посвящена первая 
часть настоящего томика. Для упражнений и применения 
правил исчисления во второй части будут разобраны 
также случаи применения к различным областям физики. 
Наконец, в третьей части будет рассмотрена важнейшая 
часть векторного анализа — свойства линейных векторных 
функций (тензоры, диады). 

Действительными основателями векторного анализа 
надо, собственно назвать Гамильтона и Грасмана, которые, 
почти одновременно и совершенно независимо друг от дру¬ 
га, ввели определение вектора в аналитическое исчисле¬ 
ние, хотя в то же время (1844 г,) были уже сделаны 
попытки применения аналогачных представлений другими, 
как напр., в барицентрическом исчислении Мебиуса (1828 г.). 
Однако, оба названных ученых представляли себе значе¬ 
ние нового метода в более ясной форме, чем другие, но 
их точки зрения были в значительной степени различны. 
Гамильтон более основывался на геометрии в то время, 
как Грасман применил геометрию лишь постольку, посколь¬ 
ку она давала наглядные предсіавления для его ооширно 
разработанных геометрических заключений. Его теоремы 
являются не простыми переложениями георем геометрии 
на абстрактный язык, благодаря перенесению нх на про¬ 
странство выше трех изменений, они имеют более общее 
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значение. Поэтому в способах изображения в векторном 
анализе различают два направления, которые однако в 
применениях к геометрии, или при описании физических 
явлений, тесно между собой соприкасаются, и даже от¬ 
части дополняют друг друга. 

Часть I. 

Правила исчисления векторного ана> 
лиза. 

§ 2. Определение понятия вектора и скаларной 
личины. 

В § 1 мы называли равнодействующую и результиру¬ 
ющий статический момент — векторами в силу того, 
что они представлялись нами в виде определенно направ¬ 
ленных отрезков. Для полного определения приведенных 
в первом примере векторов, необходимо и достаточно 
иметь три данных соответственно компонентам в аналити¬ 
ческом представлении. Тремя такими данными являются: 
длина вектора и два угла, образуемые его направлением 
с неподвижными осями. Так как в данном ч:лучае возни¬ 
кает вопрос лишь о величине и направлении изображаю¬ 
щего вектор отрезка, то наше представление не зависит 
от начальной точки отрезка. Если например, результиру¬ 
ющая сила с компонентами Ху К, 2 по неподвижным 
осям координат, проходящим через пространство 
приложенная в точке д:, у, гг, должна быть представлена 
некоторым отрезком в трехмерном пространстве то 
это представление поскольку начальная точка изоб¬ 
ражаемого отрезка совпадает, или не совпадает с началом 
координат пространства „В® — может быть дано бесчис¬ 
ленным числом способов (иначе говоря — представлеаие 
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бесконечно многозначно). Таким образом параллельные 
между собой, одинаково направленные и равные по вели 
чине отрезки в пространстве по отношению к их значению 
для представляемого объекта вполне эквивалентны. 

Следовательно, вектор определяется так: векто¬ 
ром называется величина, которая при 
совокупности всех принимаемых ею зна¬ 
чений определяет в пространстве в посто¬ 
янном, однозначном инеобратимом смысле 
совокупность всех отрезков, выходящих 
из произвольно выбранного начала коор¬ 
динат. 1) 

Векторами, следовательно, помимо уже названных ос¬ 
лы и статического момента, могут быть следующие вели- 
(щиы: инерция, скорость, ускорение, ток. 

Без сомнения, названные величины соответствуют 
данному определению вектора. Однако необходимо ука¬ 
зать на другую группу векторов, в которой определение 
вектора признается не сразу. 

Абсолютное значение статического момента, 
т. е. величины, не имеющей направления 

Яі 8ІП (Рі ) 

может рассматриваться, как площадь параллелограмма со 
сторонами Р|^ Г| и углом между ними ф»(Р| г^). За 
направление вектора, представляющего статический мо¬ 
мент, при геометрическом сложении в §1 принималось 
направление нормали к плоскости, проходящей через Р| и 
г^. Следовательно, мы можем рассматривать, как вектор, 
паралл^огрзмм данной величины при данном направлении 
его иормадйі. Таішм образом, под выше данное опреде- 

0 определение дано согласно М АЪгаЬат ип<1 А. РбррІ — 
.Тііеогіе А ІіекігГ5!1«(\ 
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ление вектора попадают и такие величины, как проходя¬ 
щие через начало координат произвольно ограниченные 
части плоскости, 

Наконец, необходимо упомянуть еще тр^етью группу 
векторов, являющихся величинами, изображенными неог¬ 
раниченными плоскостями, не проходящими через начало. 
Величина и направление такого вектора определяется од¬ 
нозначно величиной и направлением нормали, проведен¬ 
ной к плоскости из начала координат. 

Однако, существует принципиальное различие между 
векторами, определяемыми непосредственно, как вектор, 
и двумя упомянутыми последними группами. 

Если необходимо перейти от старой системы коорди¬ 
нат с осями х,у,г, к новой системе, оси которой направ¬ 
лены прямо противоположно первой, так что координаты 
точки х,у,2 во второй системе получают значения — х, 
—У> — 2:, то сила Р должна, вследствие подобного преоб¬ 
разования, перейти в — Я. При подобном преобразова¬ 
нии, вектор изображающий собой статический момент, не 
изменит знака, если мы будем, согласно § 1, постоянно 
считать положительным момент, в котором вращение, наб¬ 
людаемое с положительной стороны оси, совершается в 
положительном направлении, т. е. — против движения ча¬ 
совой стрелки. 

Векторы, которые при подобном преобразовании ме¬ 
няют знак (векторы, направление которых изображается 
стрелкой), называются полярными векторами. Век¬ 
торы, не изменяющие знака при преобразовании коорди¬ 
нат (векторы представляемые площадью, или отрезком с 
указанием направления вращения), называются о с е - 

) Подобная система обозначается как отрицательная 
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в ы м и (аксиальными). Здесь необходимо подчеркнуть 
полное безразличие этих свойств для исчисления при 
помощи векторов; сказанное можно также будет видеть 
из нижеприводимых выводов (в особенности, в § 11—14); 
обычно при вычислении иногда даже нельзя сказать опре¬ 
деленно является ли данный вектор, полярным или осе¬ 
вым. По Ф. Эмде это может происходить лишь в кине¬ 
матических процессах, а нс в динамических и электро¬ 
магнитных. 

Зависимость вектора от времени и пространства дол¬ 
жна, конечно, отмечаться на чертеже, или же на изобра¬ 
жающем вектор отрезке. 

Если в какой-либо части просгранства каждой точке 
соответствует произвольный вектор, постоянно-изменяю- 
щий свое значение с переменой места, то такую часть 
пространства называют векторным полем и говорят в том 
же смысле о силовом поле, поле моментов, поле скоро¬ 
стей и т. д. 

Противоположны векторам величины, для определе¬ 
ния которых необходимо иметь лишь одно данное — аб¬ 
солютную величину, т. к. для их представления не 
требуется какого-либо направления в пространстве. При¬ 
мером подобных величин—так называемых скаляров, 
—в первую очередь могут служит абсолютные значения 
самих векторов, т. е. величины длин векторов, безотноси¬ 
тельно к направлениям. Другими величинами подобного 
рода, вполне определяемыми числами, взятыми на основа¬ 
нии определенной системы мер, являются: температура, 
время, отношение одинаково направленных векторов и т. д. 

Скаляром мы называем такую величину, которая 
при совокупности всех значений, принимаемых ею, в 

*) Этк обозначения введены В. Фогтом. Максвели (Ргеіаіве оп 
еІесІгісИу) обозначает секторы как транслаторные и ротаторные. Вихерт 
<,Апп РЦуз и СЬет 1896*) называег векторами и роторами 
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постоянном необратимом и однозначном значении опреде¬ 
ляет ряд действительных чисел, 

Для того, чтобы в дальнейшем при писании формул, 
иметь возможность сразу делать различие между векто¬ 
ром и скаларом, мы будем постоянно обозначать векторы 
малыми или большими готическими буквами, а ска- 
лары — латинскими. Самый вектор и его абсолют¬ 
ную величину мы будем постоянно обозначать буквами 
одного и того же значения. 

§ 3* Сложение и вычитание векторов* 
Умножение векторов на скаларные величины. 

Два произвольно направленных отрезка а и Ь (черт. 3) 
в пространстве складываются таким образом, что началь¬ 
ную точку второго отрезка передвигают до совпадения с 
конечной точкой первого и затем проводят линию, соеди¬ 
няющую начальную точку первого отрезка с конечной 
точкой второго. Эта линия ОС, представляющая сумму от¬ 
резков о и Ь, есть проведенная из произвольно выбран¬ 
ной начальной точки О диагональ параллелограша 
О АС В, две стороны которого, пересекающиеся в началь¬ 
ной точке О, являются данными отрезками. 

Так как векторы, согласно определению тождественны 
отрезкам, то сложение их подобно сложению последних. 
Для указания действия сложения над векторами мы берем 
обычный алгебраический знак сложения -{-, так как в силу 
изображения векторов готическими буквами возможность 
неправильного понимания исключена. Из черт. 3 следует 

(1) а + Ь == с 

Разность двух векторов есть ни что инре, сумма 
первого и взятого в противоположном направленіш 
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второго векторов, иначе говоря—^диагональ параллелогра\ь 
ма О АО В, стороны которого, пересекающиеся в точке О, 

являются: первый вектор из числа заданных и второй 
вектор, направленный противоположно т. е.—Ь = Ь' Или, 
иначе, 

(2) а —Ь = Ь. 
Обе диагонали построенного из век¬ 

торов а и Ь параллелограмма представляют 
собой как по величине, таки по направле- 
нИЮ, сумму и разность двух векторов. 

Разность двух векторов равна нулю, если они равны 
между собой по величине и одинаково направлены, т. е 
векторы равны между собой. 

Из приведенных формуя видно что изменение поряд¬ 
ка слагаемых не изменяет результата, и что таким об¬ 
разом, 

Оі 4“ 02 = ^2 + Оі, 
т. е., что мы имеем дело с коммутативным законом, 

Сумма большего числа векторов % . . . Оп и получа¬ 
ется путем сложения третьш) вектора с суммою первых 
двух, четвертого с суммой первых трех и т. д. Так как 
и в ішнном случае порядок слагаемых не изменяет резуль- 

Валектинер. Векторный диализ. 2 
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тата, то, следовательно, помимо коммутативного закона, мы 
имеем здесь ассоциативный закон: 

(аі + аз) + аз + ...== йі Ч- (аз + ао) + •. . 

Пример. Уравнение (1) мы мѳжем написать 
аЧ-Ь + с^-О; 

положив: — с = с', имеем 
аЧ- Ь Ч- с' = 0. 

Если мы будем рассматривать векторы, как силы, то 
получим известную теорему: 

если силы, приложенные к какой-либо точке, могут 
быть представлены по величине, по направлению отрез¬ 
ками, образующими при параллельном перемещении замк¬ 
нутый полигон, то эти силы находятся в равновесии. 

Если мы складываем между собой т одинаковых век¬ 
торов (т, е. равных по величине и одинаково направлен¬ 
ных, то получаем вектор того же направления, но больший 
первоначального в т раз. Если абсолютная величина 
вектора а равна а 

I о I = а, 

то отношение— представляет собой вектор того же на¬ 

правления что и а, но равный по своей абсолютной вели¬ 
чине 1. Такой вектор называется единичным. В общем 
случае вектор является произведением скаларной вели¬ 
чины на единичный вектор. При умножении на скалар, 
действуют, как мы видим, законы коммутативный и ассо¬ 
циативный. 

Единичный вектор является величиной, не имеющей 
измерения. Размерность измерения приписываем лишь аб¬ 
солютным величинам; единичный вектор—указывает толь¬ 
ко направление. Если, например, скорость пули равна 400 
мет./сек. и образует углы ф и 5- с неподвижными осями 
координат, то мы говорим, что единичный вектор — рав- 
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ный по своей абсолютной величине 1, дает направление 
(Ф,О-) этой скорости, в то время, как сама скорость рав¬ 
на по своей абсолютной величине 400 метр./сек. 

Для того, чтобы иметь возможность легко отличать в 
формулах единичный вектор, мы будем единичные векто¬ 

ры отмечать чертой над буквой, напр. о. 

§ 4. Разложение векторов. 

Для того, чтобы дать направление вектору, или изо¬ 
бражающему его отрезку, мы должны связать положение 
вектора двумя произвольно выбранными направлениями в 
пространстве. 

Мы устанавливаем два таких постоянных направления 
посредством единичных векторов % и Пз- В таком стучае 
направление вектора Ь дано углом между Ь и прямоугольной 
или косоугольной проекцией его Ь' на плбскость Пі, Пг, а 
также углом О-, образуемым этой прекцией с одним из двух 
векторов аі, или Пг- Для полного определения вектора Ь 
необходимо знать его абсолютнуто величину (черт. 4). 

Вместо этих трех данных (ср, |Ь1), мы можем на 
основании трех векторов взять три других. Пусть, помимо 
двух направлений Оі и Пг, дано третье Оз, не компланарное 
с Пі и Оз (не в одной и той же плоскости). На черт. 4 
это направление проходит через плоскость, определяемую 
вектором Ь и его проекцией Ь'. Через конечную точку Ь 
проводим три плоскости параллельно плоскостям Пі, ПзІ 
^2» ^3» йз, в этом случае Ь является диагональю ром¬ 
боэдра^ ребра которого параллельны трем осям; и, следо¬ 
вательно, вектор может^ быть определен тремя единич¬ 
ными векторами Пі, йз* Пз, умноженными на скалярные 
величины. Согласно § 3, эта диагональ равна сумме трех 
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сторон, т. е. В = Ьі йі 4* ^2 ^2 + Отсюда следует, что 
любой вектор вполне определяется тремя не компланар¬ 

ными произвольно взя¬ 
тыми единичными век¬ 
торами — двумя же 
только тогда, когда дан¬ 
ный вектор находится в 
одной и той же плос¬ 
кости с обоими единич¬ 
ными векторами, напр., 

следовательно, 

Ь » ^2 СХз» 

Условие компланар¬ 
ности трех векторов — 
когда один из век¬ 
торов совпадает в на¬ 
правлении с единичным 
вектором, например, 
Ві**В2*=0; таким об¬ 
разом, условие колли¬ 
неарности есть 

Ь *= Вз йз» 
Три проекции век¬ 

Черт. 4. тора называются его 
компонентами; и мо¬ 
жем сказать: 

для полного определения вектора Ь в 
пространстве необходимо и достаточно 
задание его тремя его компонентами по 
трем наперед данным произвольно вы¬ 
бранным некомпланарным между собой 
направлениям. 
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Как частный случай отсюда, мы можем рассматривать 
задание вектора его компонентами по трем взаимно пер¬ 
пендикулярным направлениям, иначе говоря — представ¬ 
ление вектора в прямоугольной системе координат. Еди¬ 
ничные векторы, направленные по трем произвольно 
выбранным взаимно перпендикулярным осям, мы постоянно 
будем обозначать через буквы і, I (при наличии не¬ 
скольких систем координат — через і', і', Гит. д.), Следо¬ 
вательно, каждый вектор может быть представлен в виде 

Ъ==хі-{-уІ + гІ, 

где X, Уі г обозначают скаларные величины. 
Нахождение самих скаларных величин, или компонент, 

по 3 произвольно выбранным няправлениям Ь^, Ть, Ьз, или 
5» 9» Ь будет показано ниже (§ 7 п § 14). 

§ 5. Уравнения с векторами. 

Из приведенных рассуждений получаем следующие, 
теоремы: 

1. Два вектора равны между собой только тогда 
когда соответственно попарно равны три определяющие 
их элемента. Одно линейное уравнение между векторами 
равносильно трем уравнениям между скаларііыми величи¬ 
нами, т. е. эквивалентно трем обычным алгебраическим 
уравнениям. 

2. Уравнение 
аі = д:й2+;/аз 

при переменных х и у в векторно-аналитическом пред¬ 
ставлении изображает собой плоскость, в которой нахо¬ 
дятся оба вектора Пг и йз, т. к. оно представляет собой 
совокупность всех прямых, проведенных в этой плоскости. 

Уравнение 
й1==^^а2 + Уйз-^а4 

представляет собой плоскость, параллельную векторам % 
и Оз, проходящую через конечную точку «4. 
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Уравнение 
СІ^ ~ СІ2 "Ь X Оз 

есть выражение прямой, параллельной Пз, проходящей 
через конечную точку а2. 

4. Конечные точки трех (четырех) векторов, исхо¬ 
дящих из одной и той же точки, лежат на одной прямой 
(плоскости), если между тремя (четырьмя) векторами суще¬ 
ствует линейное уравнение, в котором суммы всех вектор¬ 
ных коэффициентов по обоим сторонам знака равенства 
между собой равны. 

Действительно, если конечная точка Пі находится на 
прямой, Проходящей через конечные точки Пг и (для 
плоскости через конечные точки 02, Оз, аД то 

X (02 — Оз) = Оі — Оз или X (02 — «4) -\-у (О3 — О4) = О4 — О4. 

Пример: Требуется показать, что диагональ паралле¬ 
лограмма делится в отношении п: 1 линией, проведенной 
из одной из вершин параллелограмма в точку {п — 1)-го 
деления противоположной стороньк 

о' ** —^ Оз п — 1 ® 

Согласно сказанному выше 

Ьі == 04 -Ь Оз 
или 

с = 0і4-('г — 1)0'. 

Так как конечная точ¬ 
ка с должна быть выбрана 
так, чтобы через нее про¬ 

ходила прямая, проведенная через конечные точки о^ и 
о/, то согласно только что сказанной теореме, 

1 -I- (я — 1) = я, 

что и требовалось доказать. 

Из черт. 5 следует 
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§ 6. Умножение векторов. 

Перемножение скаларных величин между собой или 
на векторы производится по правилам обычной алгебры 
(сравни § 3), причем здесь действительны, как комму¬ 
тативный так и ассоциативный законы, т. е* 

т(па)^п{т а) =^{т п) а, 

а также и закон дистрибутивный, т. е. 

и 
т (а Ъ) = т а -і- тЪ 

{тп) а === та^ па* 

Перемножение векторов между собой совершается 
по иным правилам. Для их вывода мы воспользуемся 
примерами. В некоторых случаях нам уже известно про¬ 
изведение векторов; если мы рассмотрим наиболее харак¬ 
терные случаи^ то сможем вывести общие правила. 

1. Произведение силы данной по величине и по 
направлению, на путь з, заданный точно так же, как и 
сила действующая вдоль этого пути, определяет, как 
известно, величину произведенной работы 

Л = Р 5 С<9.2? (‘‘Р, з). 

2. Произведение силы приложенной к телу, вра¬ 
щающемуся вокруг неподвижной точки на расстоянии г 
от последней, определяет собой вектор — статический мо¬ 
мент абсолютная величина которого 

М-=Ргзт{^,ѵ), 

а направление перпендикулярно к плоскости г] оно бе¬ 
рется при этом так, чтобы кратчайшее вращение направ- 
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леиия силы в направление: точка приложения —> точка 
вращения, наблюдаемое с положительной стороны оси 
вращения происходило против движения часовой стрелки, 
т. е. согласно сказанному в § 1. 

Из первого примера следует: 
произведение двух векторов может быть скаларной 

величиной, равной произведению абсолютных величин 
обоих векторов, умноженному на конус угла между этими 
векторами, или — равно произведению абсолютной вели¬ 
чины одного вектора на проекцию другого на направле¬ 
ние первого. 

Из второго примера следует: 
Произведение двух векторов может дать новый век¬ 

тор, абсолютная величина которого равна величине площа¬ 
ди параллелограмма, сторонами которого служат эти век¬ 
торы; направление нового вектора перпендикулярно к 
плоскости, в которой находятся перемножаемые векторы, 
и берется при этом с той стороны плоскости, смотря с 
которой кратчайшее вращение первого из заданных для 
перемножения векторов в направлении второго происхо¬ 
дило против движения часовой стрелки. 

Таким образом мы различаем два рода произведений 
векторов. 

Произведение первого рода называется с к а л а р- 
н ы м^) и для его обозначения пишут символически (а, Ь), 
или а Ь, или же а • Ь, произведение второго рода назы- 

1) Это обозначение дано Гамильтоном; он применял 
для отрицательной величины символ 

5 а Ь = — |а I • I Ь I (а Ь); 
Грасман называл такое произведение внутренним и писал 
[а| Ь]. Джнбэ говорит ^йігесі ргосіисі'^ или ^(іоі ргойисі*^ 
а • Ь или (а, Ь); Хивизид пишет а Ь. 
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ваетсн векторным и обозначается его символами (а Ь], 

или [о, Ь] или же а X Ь. 

§ 7. Скаларное произведение. 

1. Из определения скалярного произведения 
аЬ = |а|-|Ь|-го5 (а,Ь) 

следует непосредственно коммутативный закон 
(1) аЬ-Ьа, 
так как 

соз (а, Ь) = соз (Ь, а). 
При умножении на скалярные величины действителен дастрн- 
бутивный закон, т. е. 

(д:а)Ь ==*А;(а Ь)=*л: I а|*| Ь |*со5(й*Ь)^ 
так как закон дистрибутивный имеет силу при перем¬ 
ножении абсолютных величин по правилам алгебры. 
Наконец, из определения скаларного произведения, а также 
и в силу того, что сумма проекций отрезков на какой-либо 
отрезок равна проекции суммы отрезков, получаем тожество 

(а-ЬЬ)с = ас-ЬЬс, 
дающую дистрибутивный закон для скаларного умно¬ 
жения. 

2. Скаларное произведение вектора 
на единичный вектор — является ни чем 
иным как проекцией этого вектора на 
единичный вектор. Отсюда следуют важные вы¬ 
воды. Скаларное произведение двух единичный векторов 
есть косинус угла, заключенного между их направлениями. 
Оно равно нулю, если эти векторы образуют прямой угол. 

1) Грассман: внешнее произведение, [аЬ]; Гамильтон: 
векториальной частью произведения кватернионов, ѴаЪ; 
Джибс: векторное произведение, или ^зкет ргосіисі,, или 
^егозз ргойисі*^ а + Ь. 
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Чтобы не впасть в противоречие с основными прави¬ 
лами алгебры, по которым произведение обращается в 
нуль лишь, когда один из сомножителей равен нулю, нам 
необходимо вспомнить что знак (а, Ь) есть только символ, 
а вовсе не обозначает произведения обоих величн а и Ь. 
Этот символ указывает что дается произведение одного 
отрезка на проекцию второго на первый. 

Уравнение 

(2) а Ь - О, 

связывающее векторы с конечными значениями служит 
выражением того, что векторы взаимно перпендикулярны. 

Если направления векторов совпадают, то скаларное 
произведение векторов равно произведению их абсолют¬ 

ных величин. В особенности необхидимо отметить 

(3) = П-. 

Отсюда для взаимно перпендикулярных единичных 
векторов получаем следующие соотношения: 

(4; 
= = Ь 

іі = ][Е = П-0. 

Еели векторы а и Ь выражены через единичные 
векторы і, I, I 

/е\ Гл = +^21 + 

^ \Ь=-Ь^х-\~Ь2і + Ь^І, 

то на основании уравнений (4), и на основании дистрибутив¬ 

ного закона можно при умножении на скаларные величины 
написать произведение в следующем виде; 

(6) а Ь = + йз ^2 + «3 *8 

— а^ — а/ + Яз® 

Абсолютная величина а вектора о может быть выражена 
через компоненты следующим образом; 

(7) I о I = л = + 



Скалярное произведение. 27 

Умножая уравнения (5) един|ічный вектор і (а' также 
], !), получаем 

= а і = а (а, і), 
а2^ а а со$\а,\) 
^3 = а ! ^ я С05 (а, (), 

откуда нетрудно видеть, что величины этих скалярных 
компонентов являются произведениями абсолютных зна¬ 
чений векторов на направляющий косинус. 

Е<;ли векторы выражены посредством трех не наход¬ 
ящихся в одной и той же плоскости векторов т, п 
косоугольной системы координат, т. е., если 

а ^ 1 + 02 ш 4- Лз п, 

то произведение принимает вид. 

(9) а В =* йі Ьх + До ^2 + Дз Вз -Ь (ді щ І-Ь 

+ (Д2 ^3 4“ ^2 «з) П «I + (^3 + ^3 ) I й , 
Другое выражение, мы будем иметь в § Ібуравн. (11). 

§ 9. Применения. 

1. Из трехугольника (черт. 6) имеем 

(1) а4-Ь4-с = 0, 

или 
52 ^ 2 Ь с 4- с^; 

переводя на язык обычного анализа, получаем теорему 
для определения стороны трехугольника по данным двум 
сторонам и углу между ними 

= с С08 (180^ а) = 4- 2Ъ с С08 а. 

2. Умножая уравнение (1) на единичный вектор для а 
получаем известную формулу 

— а^Ъсо8{р а)с со8 (с а) 
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3. В любом параллелограмме сумма квадратов диаго* 
налей равна удвоенной сумме непараллельных сторои 

^•=(а + 6Я; 
Ь2-=(о —Ь)*; 

Н-Ь'-'=2 (о2 + ьг); 
и, следовательно, 

С- — = 4 а Ь; 

§ 9 Векторное произведение. 

Пример, приведенный для вывода определения, пока¬ 
зывает, как и само определение, что выше упомянутые осе¬ 
вые векторы могут рассматриваться, как призведение двух 
полярных векторов—и обратно, если, конечно, из самого аа- 
Дания этих осевых векторов уже не определены однознач¬ 
но оба полярных вектора. 

Согласно векторно-аналитическому способу изобра¬ 
жения, векторное произведение пишется 

(1) с«[а / Ь]« л ^ 8іп (аД>) с; 
где с является единичным вектором, направленным пер¬ 
пендикулярно к плоскости векторов о и Ь, и при том так, 
что кратчайшее вращение вектора а в направление Ь со- 
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вершается, согласно выше-упомянутому определению в по* 
ложнтельном направлении. Вектор с определяет по ве* 
личине и направлению параллелограмм и является в слу¬ 
чае, когда векторы а и Ь полярны, осевым вектором^) 

1. Так как 

Ып (а Ь) — 5Іп (Ь а), 

то, следовательно, для этого произведения нс имеет си¬ 
лы дистрибутивный закон 
(2) ІаЫ==-ІЬа[. 

Так как умножение ча скалярную величину есть дей¬ 
ствие производимое над абсолютной величиной вектора 
безотносительно к его направлению, то в данном случае 
действителен дистрибутивный закон, н мы имеем 

(лг а / Ь] Іа, Ь1 «= о, Ь] 

Действителен точно также дистрибутивный закон 
для векторного произведения нескольких век¬ 
торов, потому что 

(3) [а + Ь,с]-[а,с1-МЬ,с]. 

Первый случай. Пусть с не компланарен с а и Ь. 
Положим а4-Ь*Ь. Для упрощения возьмем с как еди¬ 
ничный вектор; в таком случае вектор [Ь, с] равен по сво¬ 
ей абсолютной величине (ср. черт. 7) 

I [Ь с] I с)^ (і'; 
и точно также 

1 [а с] 1 == л зіп (а с) = а', 

[ Ь[ с] I ^ зіп (Ь с) ~ У. 

і) В данном случае часто дают обозначение «планар¬ 
ная величина®, под которой подразумевают часть плоскости 
с определенным направлением вращения образованной 
векторами а и Ь; вертикальный вектор с называют при 
этом .дополнением к планарной величине. 
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Направления этих трех векторов перпендикулярны к 
параллелограммам: (Ь с); (а с); (Ь с). Величины а', 
равны абсолютным величинам Ь'а'Ь' проекций векторов 
Ь' а' Ь' на плоскость, перпендикулярную вектору ъ; так 

как векторы — Ь образуют замкнутый треугольник, 
то и их проекции на одну и ту же плоскость образуют 
также замкнутый треугольник, и мы имеем 

о' + Ь'-Ь'. 
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Если повернуть наш треугольник вокруг с, как во¬ 
круг оси-вращения, на 90^, то стороны Ь', а', Ь' совпадут 
по величине и по направлению с векторами 

І(і + Ь,с],[а с] ЛЬ с], 
и таким образом, мы получаем доказательство правиль¬ 
ности дистрибутивного закона для первого случая. 

Второй случай. Векторы, с, а и Ь находятся в 
одной плоскости, следовательно, направления векторов 
[а + Ь, с]; [а с] [Ь, с] параллельны, почему мы имеем для 
абсолютных величин, равных величинам площадей парал¬ 
лелограммов (а + Ь, с), (а с), (Ь/ с) соотношение. 

|[асіЦ-|[Ьс]| = 1[а + Ь,с]|, 

таким образом, 

[а сЦ- [Ь с] = [а + Ь, с]. 

2. Величина площади параллелограмма а Ь 8Іп (а, Ь), 
при условии параллельности сторон (а,Ь), равна нулю, 
т. к. 5/л 0^ = 0 и таким образом выражение. 

(4) [аЫ = 0 

может рассматриваться, как условие параллель¬ 
ности двух векторов. Наоборот, абсо¬ 
лютная величина произведения перпен¬ 
дикулярных друг к другу векторов рав¬ 
на произведению их абсолютных величин. 

Отсюда для взаимно перпендикулярных трех основ¬ 
ных векторов имеем: 

(5) 1 [іЧ = Ііі]г[*Ч'=0/ 

Произведение двух векторов о и Ь, выраженных че- 
рез единичные векторы, может быть представлено в виде 
детерминанта: 
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(6) [0,Ы = [ІІ](аіЙ2-'*2*і) 
"Ь [і Ч (^2 ^3 ^3 ^2) 
4-[!г](йз 
»= ^2 ““ ^2 ^і) ~ і і ! 
•Ь І (^2 ^3 ^3 ^2) й-^ (І2 ^3 

+ І(^3 ^1—^1 Н) ^2 ^3 

Миноры этого детерминанта дают нам проекции паралле- 
лограмма на плоскости определяемого вектором 
[оЬ] как по величине, так и по направлению. 

§ 10. Применения к статике. 

Мы будем основываться на примере, приведенном 
в § 1. Система сил ..‘гРп, приложенных в точкахр^,. .рп 
свободного твердого тела, находится в равновесии, если 
равнодействующая сила и результирующий статический 
момент, взятый относительно начала координат, равны нулю. 

Таким образом, условия равновесия гласят: 

(1^ 

(2) 2[рі^і]==0, 

где рі обозначает радиус-вектор точки рі относительно 
произвольно выбранного начала координат О. Если равно¬ 
весия нет, то а также 21[рі'5рі], дают приложенную 
в точки О равнодействующую и результирующий стати¬ 
ческий момент относительно точки О. 

Перемена точки, относительно которой берется момент, 
изменяет в общем случае 21[рі‘5Рі]; пусть посредством 
вектора а дано нам новое начало жоординат О, причем 
вектор а направлен от О к СУ; тогда 

(3) 2[рі^і] = + 2Іа^і] + 3[р'і^і], 

где рі относится к новому началу системы координат (У. 
Если о берется так, что 

2[а^і]-=[а2<рі] = 0, 
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т. е., если а совпадает с направлением равнодействующей, 
то статический момент, взятый относительно нового начала 
?{оординат О', равен статическому моменту, взятому отно¬ 
сительно старого начало О. Мы имеем таким образом: 
точка, относительно которой берется ста¬ 
тический момент, может быть перенесена 
в направлении равнодействующей, без 
изменения величины инаправления стати¬ 
ческого момента. 

Если к телу, могущему вращаться вокруг неподвижной 
точки (7, приложить в точке О' новую силу 9^ любой 
величины и направления, то равновесие системы не изме¬ 
нится. Возьмем точку О' за начало координат и напишем 
условия равновесия: 

Сила 01 может быть всегда выбрана так, чтобы удовлет¬ 
ворялось первое условие; другими словами, 21 может 
принимать любое значение. Таким образом, для су- 
ществованияравновесиясистемы остается 
лишь второе условие: 

2[р'і^і] = 0. 

Если тело закреплено в двух точках О и (7, т. е., если 
оно может вращаться вокруг оси О (7 — а, то равновесие 
не изменится, если, в точках О и (7 оси приложить новые 
силы 01 и 01' любой величины и направления. Если взять 
точку (7 за начало, то условия равновесия будут на- 
писайы так: 

Т 21^1 + 01 + 0^'==0. 
І2[рі^а,^і]^[а,0^] = О. 

Взамен второго уравнения, мы можем написать 
21 [рі —[а,01]-О 

или 
(б) 2[рі^і] + [а01'] = О, 
где 0^ может быть взято произвольным. Но [а 01'] есть 
вектор, перпендикулярный к а. Таким образом условие 
равновесия (5) требует, чтобы и величина 21 [рі была 

Валенти не р. Векторный анализ. 3 
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вектором, перпендикулярным к а. Так как уравнение (4і) 
действительно вследствие свободы выбора 31, то для равно¬ 
весия сил, приложенных к телу, могущему вращаться 
вокруг неподвижной оси, необходимо чтобы результи¬ 
рующий момент приложенных сил [рі ^і] удовлетво¬ 
рял условию 

(6) (ЗПа) = 0. 

§ 11. Перемножение свыше двух векторов. 

В § 3 мы различали два рода векторов — полярные 
и осевые. При определении векторного произведения ука¬ 
занное различие не было принято во внимание в силу 
замечания о том, что оно не влияет на вычисление. Так 
как в примерах приведенных для вывода определений, 
рассматривались произведения, составленные из полярных 
векторов, то для доказательства указанного замечания необ¬ 
ходимо вкратце рассмотреть и другие комбинации. При 
этом мы выясним, имеют ли произведения различного 
рода векторов другое значение, и, кроме того, особо рас¬ 
смотрим вопрос, являются ли эти произведения по своему 
характеру полярными, или осевыми. Простое соображение 
показывает— выводы же следующих параграфов подт-вердят 
это — что произведение векторов постоянно дает осевые 
векторы (результат произведения не зависит от изменения 
направления осей координат), если все сомножители, или, 
по крайней мере, четное их число, являются полярными 
векторами (т. е., меняют знак в зависимости от изменения 
знака осей координат). Поэтому, а также и в силу того, 
что осевой вектор, вообще говоря, может быть рассма¬ 
триваем, как произведение двух полярных векторов, мы 
можем произведение двух векторов, из которых, по крайней 
мере, один является осевым, рассматривать, как произ¬ 
ведение свыше чем двух полярных векторов. 
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§12. Скаларное произведение полярного и осевого 
вектора, или с [а Ь]. 

Осевой вектор определяется величиной параллело¬ 
грамма и направлением нормали этого параллелограмма. 
Произведение осевого вектора на полярный равно пло¬ 
щади этого параллелограмма, умноженной на проекцию 
полярного вектора на нормаль, т. е. равно об’ему ппрал- 
лелопипеда, построенного на этом параллелограмме, как 
на основании, и имеющего третьим ребром полярный 
вектор. Мы можем символически обозначить осевой 
вектор через [аЬ], и, следовательно, произведение из по¬ 
лярного и осевого векторов принимает вид 

с [а Ь], 
где а, Ь с являются полярными векторами. Если, с дру¬ 
гой сторойы, дано не произведение [а Ь], как осевой век¬ 
тор, а заданы сами векторы а Ь, то скаларное произведение 
с [а Ь] равно об’ему параллелопипеда со сторонами а, Ь, с. 

Если изменить все направления, к которым отнесены 
векторы, то полярный вектор с меняет свой знак в то 
время, как осевой его удерживает. Следовательно, про¬ 
изведение с [а Ь] также меняет свой знак; таким образом, 
если произведение рассматривается, как скаларное, все же 
оно до некоторой степени находится в зависимости от 
направления. Подобные скалярные величины, меняющие 
свой знак на обратный при изменении основных направ¬ 
лений, называются псевдоскалярны ми^). Перем¬ 
ножение полярного вектора на псевдоскалар должно, в 
силу сказанного, дать осевой вектор. 

Клейн и Темердинг различают оба случая пос¬ 
редством обозначениіі: скаляр первого и скалар второго 
рода. 
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При циклическом перемещении направления осей 
знак не меняется, и мы имеем: 

(1) I- 
с[й Ь] = Ь[с й] = а[Ьс] 

.с[Ь а] = —й[с Ь] = —Ь[ас]. 

В этих выражениях можно, не опасаясь неправильного 
толкования, совершенно опустить скобки и — как это 
часто делают — писать 

с[а Ь] = соЬ = —ось. 

Если три вектора даны своими компонентами по основ¬ 
ным векторам і, то скаларное произведение может быть 
выражено в форме детерминанта: 

Лі ^2 Лз 
&1 &2 ^3 • 

^2 ^3 

Ибо компоненты осевого вектора [а Ь] являются минорами 
этого детерхминанта, и скаларное произведение двух век¬ 
торов равно сумме произведений компонентов. 

Если с находится в плоскости а и Ь, то об'ем па- 
раллелопипеда, образованного тремя векторами, равен 
нулю, т. е. с [а Ь] = 0. Сказанное непосредственно следует 
из вычисления, если с выразить через векторы а и Ь, что 
вполне возможно в случае компланарности. Пусть 

с = X а-ЬуЬ, 
тогда произведение выразится в виде; 

л: а [а Ь] -Ьу Ь [а Ь] = л: Ь [а а] -і-у а [6 Ь] = 0. 

Интересным примером такого скаларного произведения 
трех векторов служит, так называемый, векторный 
поток через какую - либо поверхность. Количество 
воды, протекающее в единицу времени через любую по 
величине и положению поверхносгь, равно об'ему цилиндра, 
основанием которого служит эта площадь, а образующая 
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равна по величине и направлению скорости в данном 
месте. Если основанием служит параллелограмм [а Ь], то 
количество воды, протекающее в единицу времени дается 
скаларным произведением 

с [а Ь]. 

Это произведение называется потоком, истечением 
вектора с, потоком скоростей через пло¬ 
скость. Если с является вектором, представляющим 
собой силу, то принято говорить о силовом потоке; если, 
например, даны две заряженные противоположным электри¬ 
чеством, бесконечно большие плоские поверхности, распо¬ 
ложенные параллельно друг другу так, что в свободном 
пространстве между ними образуется электрическое поле 
силы с, то есть, что на равный единице, положительно 
заряженный полюс в любой точке поля действует сила с —, 
то силовой поток через любым образом расположенную 
поверхность, [аЬ] определяется скаларным произведением 
с [аЬ]. Числовое значение этой величины называется чис¬ 
лом силовых линий, или числом линий пото- 
к а, проходящих через поверхность в данном направлении. 

§ 13. Векторное произведение полярного и осевого 
вектора или [й[Ьс]]. 

Согласно определению векторного произведения, оно 
представляется вектором, расположенным перпендикулярно 
к плоскости проходящей через векторы — сомножители, а 
в данном случае—через нормаль к параллелограмму, обра¬ 
зованному векторами Ь и с, и через полярный вектор а. 
Во всяком случае, он должен находиться в плоскости па¬ 
раллелограмма (Ь, с) и выразиться через 

(1) [а[6 с]]=.ѵЬ-1-у с. 
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Для нахождения л* и у вычис^іяем левую сторону 
уравнения, применяя представления векторных компонен¬ 
тов. Для упрощения вычисления берем единичный век¬ 
тор і в направлении вектора с, а вектор і — в плоскости 
Ь и с; тогда 

с - і, 

и таким образом, 

[а [Ь с] 1 = — сі Ь.^ [а Ц = — Сі Ь.^ (а.^ і — і). 
Правая сторона последнего уравнения должна выражаться 
формой .гЬ+^/с, т. е., мы должны иметь 

хЪо'іЛ-у Сі\-= — с^Ь2а2ХЛ- і, 
откуда 

Л' = % = (сй), 
_у = — а^Ьо — — (Ь а). 

Таким образом, векторное произведение трех векторов 
а, Ь, с, принимает вид 

(2) [а[Ьс]] = (са)Ь—(Ьй)с. 

Отсюда следует соотношение 

[Іа[Ьс]] + [Ь [са]1-Ь[с[аЬ]] = 0. 

В правой части уравнения (2) дана разность двух поляр¬ 
ных векторов, умноженных на произвольные скалары. 
Поэтому векторное произведение трех полярных векторов, 
или из одного полярного и одного осевого, должно быть 
полярным вектором. 

§ 14. Произведение двух осевых векторов. 
Обратный тройной вектор. 

1. Скаларное произведение двух осевых векторові 
тіли [а Ь] [с Ь]. 
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Для тога, чтобы это выражение привести к произведению 
полярных векторов, положим [йЬ]==е; тогда, согласно ска¬ 
занному в двух последних параграфах, следует: 

(1) [аЬ][сЬ]=-с[сЬ]-Ь[сс] 
^ЬІ[й Ь] с] 
~ Ь {(а с) Ь ~ (6 с) а] 
— (а с) (Ь Ь) — (Ь с) (а Ь). 

В последнем выражении мы имеем направо разность 
двух произведений скаларных величин; таким образом 
скаларное произведение двух осевых векторов не являет¬ 
ся псевдоскаларом. 

2. Векторное произведение двух осевых векторов, 
или [[аЬЦсЬЦ. 

Положим снова [аЬ] = с; тогда 

(2) 1[аЬ]1сЬ]==[еІаЬ]] 
=5= с (е Ь) — Ь (с с) 
- с ([а Ь] Ь) — Ь ([а Ь] с). 

Здесь перемножены полярные векторы с и Ь с псевдо- 
скаларами, и, следовательно, разность должна представлять 
собой осевой вектор. Обобщая, мы можем сказать: 

Векторное произведение двух поляр¬ 
ных, или двух осевых, векторов представ¬ 
ляет собой снова осевой вектор, векторное 
же произведение полярного и осевого век¬ 
тора представляет собой полярныйвектор. 

Так как 
ЦаЪ] [сЬ]]^-[[сЬ][аЫ1 , 

то 
(3) [[а Ь] [с ЫН - а ([с Ь] Ь) + Ь ([с Ь] а). 
Отсюда получаем весьма существенные соотношения меж¬ 
ду 4 векторами, из числа которых 3 не находятся в одной 
и той же плоскости: 

— Ь ([а Ь] с) - а ЦЬ с] Ь) -1- Ь ([с Ь] а) + с ([О а] Ь); 
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или — так как ([йЬ]с) является скаларной величиной, а 
векторы могут быть делимы на скаларные величины — пос¬ 
ле деления имеем: 

(^) — Ь == а 
[Ьс] 

с [а Ь] 
а [с Ь] 
с [а Ь] 

Ь [Ь а] 
с [аЬ]’ 

3. Наконец, необходимо особо упомянуть, что при 
комбинации а(Ьс), примененной уже в §§ 13 и 14, тре¬ 
буется обращать внимание на скобки потому что в то 
время, как вектор а (Ь с) представляет собой величину 

аЪ с С08 (Ь с) 

и имеет направление вектора а, произведение (Ь с) являет¬ 
ся ни чем иным, как скаларной величиной. Векторы 

й(Ьс) и (аЬ)с 
представляют собой совершено различные величины, 

4. Уравнение (4), или 

(5) Ь = а 
Ь Ь с Ь с а 
а Ьс^*^аЬ с 

+ с 
Ь а Ь 
а Ь с 

имеет в силу этого особое значение, так как оно дает 
правило, согласно которому компоненты вектора Ь опре¬ 
деляются по трем произвольно выбранным не проходя¬ 
щим через одну и ту же плоскость направлениям а, Ь, с» 
Для получения этих компонентов мы должны взять 

(б) аЬс 'аЬс 'аЬс 
с' 

и умножить скалар на Ь. Уравнение (3) или, вводя сокра¬ 
щения (6), уравнение 

(50 Ь = (Ьй0а + (ЬЬ0Ь + (Ьс0с 
пишется также в виде 
(7) Ь-Ь(а';а + Ь';Ь + с';с), 

причем символическое выражение в скобках называется 
тензором, или полной диадой, и притом — потому что 
умноженное на вектор Ь оно дает величину самого век¬ 
тора Ь — единичный тензор, или идентичную диаду (срав¬ 
ни §§ 44 и 48. 
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Нетрудно видеть, что векторы а', Ь', с' служат норма¬ 
лями к плоскостям Ьс, са, аЬ; поэтому а', Ь', с' называют по 
отношеник>ка,Ь,с „обратным тройным вектором",обозначая: 

{а Ь' = а с' = О, и т, д, 
\аа'-Ь6'-сс'-1. 

5. Отметим еше следз^ющие формулы: пусть а, Ь, с и 
а', Ь', € являются обратными векторами по отношению к 
а, Ь, с' и пусть 

Ь = а + ^2 Ь + - Л\ а' + <9 6' -Ь € 
и е = а -Ь ^2 + ^3 с = а' -Ь Ь' + е', 
тогда 
(9) [Ь е] - а Ь с {№ «"з — Л. <?2) а' + (<4 Ь' -Ь 

+ № ^2 — <^2 ^]) с'} 
(10) а [Ьс] = а 6 с (.'/о ^з — ^з ^2) 
(11) Ь 6 == 1 + ^2 ^2 ^3 ^^3 “ "Ь 2 "Ь ^^^3 ^3* 
Формула (9) переходит в формз^іу (6) § 9, если й,Ь,С 
представляют собой три взаимно перпендикулярных еди¬ 
ничных вектора. 

§ 15. Дифференцирование вектора по скаларной 
величине. 

Пусть в некотором векторном поле вектор а отнесен 
к координатам л:, у, и представляет собой выражение 
свойств некоторой материальной точки .г у 2: пространства. 
Таким образом а является функцией х,у, 2'. Пусть также 
вектор а является и функцией времеии /, этот вектор 
представлен в пространстве в момент времени по 
отношению к 3 осям і,},! следующим образом: 

а а2 і -1- ^3 !. 
Изменение вектора в течение промежутка времени сіі в 

'шй же точке пространства {х, у, г) выразится посредством 
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так как изменение происходит в том же пространстве 
ввиду того, что оси і, і,! не зависят от времени. Это из¬ 
менение является изменением в данной точке по времени, 
если при этом не принимать во внимание одновременного 
изменения положения л:,у, 2:, о чем будет сказано ниже (§19). 

При многократном дифференцировании получаем; 

ді” е<'‘ ■ 

Дифференцирование произведения производится по 
известным правилам анализа, т. е. 

<^/(аЬ) 1 г, , г ^ ^ г X г ) , йЬ 

и 

“ Ті + '^«) (6+^ ь)] - [а ы} - 

Последний случай необходимо согласовать с прави¬ 
лами перемножения векторов, т. е. необходимо обращать 
внимание на порядок следования сомножителей. 

Подобным же образом из изменения компонентов 
можно вычислить изменение вектора а при изменении 
какого-либо скалярного аргумента о; так наприм., 

Э а ^, б Дх . ^ ^2 . . ^ у 
Ѳл- Ъх с)а: 

_ 2. Дифференциал единичного вектора 
а (/) по его скаларному аргументу есть 
также вектор перпендикулярный к основ¬ 
ному вектору. 

Так как дифференцирование условия, что а является 
единичным вектором, т. е, дифференцирование уравнения 

а—1 
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ІЮ его .скаларнОму аргументу дает 

Мы видим что а и с? а являются двумя взаимно пер¬ 
пендикулярными векторами (это имеет силу лишь до тех 
пор, покуда величина единичного вектора остается едини¬ 
цей). В противоположность этому необходимо обратить 
внимание на формулу 

й , . (і , —(іа, й а 
(ІІ а г 

согласно которой а и (іа перпендикулярны друг другу. 

Таким образом, дифференциал вектора неизменяю- 
іцейся длины по его аргументу, также перпендикулярен 
к самому вектору. 

3. Если а по величине и направлению является ра¬ 
диусом-вектором некоторой кривой, представленной в по¬ 
лярных координатах г и ф, так что 

а ^ ао -Ь 5 ^ а, 

то 
(іа = а сі а-і’й сіа; 

производя скалярное умножение, получаем 

Аналогичная аналитическая формула гласит: 
(с/5)2 = (^г)2 4-г2(^Ф)^. 

Отсюда следует _ 
^ \йа\ = (і^, 

г. е. (іа является величиной изменения угла вектора а 
относительно данного направления. 

4. Если а является вектором, определяющим доло- 
ясение системы в точке х,у,г, т. е. 
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то 

^=і 

Эги формулы определяют изменения вектора при пере¬ 
ходе из точки х,у,г в точку х-{- й х,у, г, или х,у-\-^у, г, 
или х,у, г (і 2, разделенные на соответствующее рассто¬ 
яние между новым и старым положением. Они равны еди¬ 
ничным векторам тех направлений, к которым отнесены 
изменения а. Следовательно: изменение вектора а в про¬ 
странстве в наперед заданном направлении на единицу 
длины равно единичному вектору, совпадающему с этим 
направлением. 

Если материальная точка {х,у,2) двигается по кривой 
С = и если положение этой точки дано длиной дуги 
этой кривой, взятой от некоторой произвольно выбран¬ 

ной точки на этой же кривой, то абсолютная величина 

(ІЗ 
скорости точки равна ^ = ^» направление скорости совпа-, 

дает в любой момент с направлением элемента дуги кри¬ 
вой (і&. Таким образом, скорость, т. е. изменение векто¬ 
ра а по времени, дано по величине и направлению в еди¬ 
ницу времени выражением 

(іа сі5 сіз -7“ 

Вектор ускорения определяется из 

(І в 
іі і 

(І СІ& 

(I 8 
(І V 

77* 

Вектор есть дифференциал единичного вектора 

по его аргументу; направление этого вектора перпенди¬ 

кулярно к единичному вектору а 5; (і(іѣ дает изменение 



Дифференцирование вектора по скаларной величине. 45 

направления касательной при переходе из точки в 
точку гр данной кривой (см. черт. 8). Нормали в плос¬ 

кости радиуса кривизны к касательным в этих обоих точ 
ках пересекаются в центре кривизны. Векторное изме¬ 
нение радиуса кривизны при переходе из точки (л;,у, гг) в 
точку 2Гі) выражается посредством 

и направлено перпендикулярно радиусу кривизны 91 в 
точке ^); таким образом сісів параллельно 91, но на¬ 
правлено противоположно. Из подобия векторных тре¬ 
угольников следует: 

I сіТѣ\ а8 
1 “Щ- 

Таким образом 
аТІ ^ 
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Эта формула дает известное разложение ускорения на 
йѵ 

элемент, направленный по касательной —, и на элемент, 

^2 

нормальный к траектории- 

§ 16. Теорема о наименьшем статическом моменте. 

В применении к статике (§ 10) было показано, что 
величина и направление статического момента изменятся 
при перемене точки, относительно которой берется мо¬ 
мент, т. е., точки приложения равнодействующей силы. 
Необходимо найти условие, согласно которому резуль¬ 
тирующий статический момент принимает наименьшую 
величину. Следовательно, необходимо найти такой век¬ 
тор а, для которого абсолютная величина 

(1) = 

принимает наименьшее значение. При скаларном умно¬ 
жении на 51' получаем 

(2) Я'22:[Рі^і1.5і: + аЗ[5^'^і]. 

Если ^ принимает наименьшее значение, то его принимает 
также и Для нахождения наименьшего значения 
необходимо, чтобы приенение й'^у при любом изменении 
вектора а (по направлению, или величине) равнялось 
нулю. 

Вычтем уравнение (2) из, уравнения, получаемого 
при приращении ^ на величину (ій'у т. е., из уравненіи^ 

5!'24- = 5|/24.2 й' - 3 [р. (5!'-Ь^Я')Ч- 

4-(а + ^а)3[(Я' + ^Я')^і]; 
получаем 

сІ^{2^~Х [рі -[а 2 іРі ]} = [Я'2 ^^1. 

При наименьшем статическом моменте должен обра¬ 
щаться в нуль множитель при (іа, т. е., 
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что обозначает, что направление результирующего наимень¬ 
шего статического момента параллельно направлению 
равнодействующей силы. 

Величина наименьшей результирующей момента оп¬ 
ределяется из величины и направления результирующего 
момента 

где отрезки рі берутся от точки, относительно которой 
берется момент, умножая скаларно уравнение (1) на 9^=2. 

Из уравнения (1) следует: или, заменяя Я' 
наименьшим моментом Яш (Ят и 91 параллельны), по¬ 
лучаем; 

/?-Я91, илиЛ:^=:Я91. 

Таким образом, если мы имеем систему сил, приложеных 
к т^вердому телу, дающих в результате приведения равно¬ 
действующую 91 в произвольно взятой точке О и резуль¬ 
тирующий статический момент, то наименьший резуль¬ 
тирующий статический момент равен по величине и на¬ 
правлению прямоугольной проекции Я на направление 
равнодействующей. 

Для нахождения точки приложения равнодействующей 
для случая наименьшего момента мы производим в уравне¬ 
нии (Т) замену Я' через Ят и затем умножаем это уравне¬ 
ние векториально на 91, причем получаем 

0 = [Я 9^] —[[а 9^] 91), 
или же 

а9^^- —[Я!«] + 91(а91), 

0=-+ 

Следовательно, точку приложения можно передвигать не 
изменяя величины статического момента, в направлении 
равнодействующей силы, т. е. — вектор а можно склады¬ 
вать с любым вектором, параллельным 91, наприм.,—9^ (а 91), 
пе изменяя величины наименьшего момента. Итак, точка 
приложения равподействуюіцеіі силы, соответствующая 
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наименьшему моменту, находится на направлении резуль¬ 
тирующей параллельных прямых, которая, в свою очередь, 
проходит через точку, определяемую вектором а, если вектор 

а 

и имеет начало в точке приложения Я. 

§ 17, Градиент скаларной функции. 

Пусть V (лгу-г') в точке х,у,2 или близ нее есть по 
стоянная скаларная функция х,у, 2*, т. е. является скалар¬ 
ной величиной зависящей, от положения точки х, у, 
В точке х,у,г эта функция не должна принимать макси¬ 
мальных и минимальных значений или иметь точку пере¬ 
гиба. Изменение функции V зависит от направлений, в 
которых изменяются х,у, г и выражается через 

г) V г) V с) V . 
сІѴ = — (і X -!-йѵ г— (І2. 

Ъх Ъу " 

Правую часть мы можем также писать в виде 

ИЛИ 

(ЬѴ , 
[и х^ 

+ {Лх\Л-Лу\-\-сІгІ\ 
Э V 

Это выражение представляет собой скаларное произведе¬ 
ние двух векторов, из которых первый зависит лишь от 
изменения V в направлении координатных осей, а второй 
определяется направлением, в котором происходит изме¬ 
нение, и в котором желательно исследовать V. Первый 
век гор мы обозначаем через ^гай V или, по Гамильтону, 
V а второй— через \\ йп. Изменение К, отнесенное к 

1) Знак V представляет собой форму древце-еврейского 
струнного инструмента под названием „кабла“. 
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единице длины направления, в котором происходит измене- 

ние, т. е. ^, как скалярное произведение обоих векто¬ 

ров, принимает наибольшее значение, когда направление 
и совпадает с вектором §гас1 V. 

.г, ЪѴ . , дѴ , , ЪѴ . 
^гаа V = —1 + —іЧ-г—і 

Ъ X ^ у ^ Ъ 

является таким образом, вектором, направление 
которого совпадает с направлением наи¬ 
большего изменения V іі точке Хуу, г, и аб¬ 
солютная величина которого дает это на¬ 
ибольшее изменение. Принято говоригь также 
§;гас1 V есть дифференциальный оператор 

62: • 

§ 18. Дифференцирование скаларной величины 
по скаларной в наперед заданном направлении. 

(Полный дифференциал скаларной функции со многими 
переменными). 

Величину - 
А п е. полного дифференциала V взято¬ 

го в направлении п можно согласно предыдущему пара¬ 
графу писать 

6 V ^ ^ ЪѴ А г АѴ 
ЪхАп^^уАп ^ ^ г Тп ~~~ Тп* 

Таким образом, из вектора ^гаА V мы можем вывести 
полный дифференциал V, взятый в произвольном, напе¬ 
ред заданном направлении— т. с. изменение К, исходя 
из точки X, у, 2 в наперед заданном направлении на 
единицу длины при том условии, что мы персмноукаем 

Валентинер. Векторный анализ. 4 
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екаларно §га(і V на единичный вектор того же направлен- 
ния. Компоненты V по трем направлениям осей ко¬ 
ординат і,}, ^ равны изменениям V в этих направлениях на 
единицу длины, т. е. 

^ т/ ^ ^ = —, 

й V 
і.^гасіѴ^у, 

I • §гас1Ѵ = ^^ 
у 2 

Вмеао п ^гасі V, или п §гас1 V, пишут также п-ѵ V, или 

п*ѵ V, или также (пу) Ѵ'» или же (пу)^* Символ (п V) 
обозначает вместе с тем дифференциальный оператор 

Пі А 
б ^ 

п '^гасі К = и • у 1/ = у К- (п у) К равно нулю, если на¬ 

правления п и ^га(І V взаимно перпендикулярны, т. е. 
когда наибольшее изменение V происходит в гілоскос'ти 
перпендикулярной к п. Наибольшее изменение V в точ¬ 
ке д:, у, 2 происходит, таким образом в направлении, пер¬ 
пендикулярном к соприкасающейся плос'кости поверхно¬ 
сти V. Такую поверхность называют поверхностью у р о в - 
ня или эквипотенциальной; итак можно сказать 

градиент направлен перпендикуляр¬ 
но к поверхности уровня функции V в 
рассматриваемой точке х,у,2. 

Из обозначения знака у непосредственно следует, что 

у(6^Ѵ)«Ѵу 6^4-/7у Ѵ; 

н если € является постоянной, то 
ь)=- и. 
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Обратная операция, т. е. интегрирование градиента в оп¬ 

ределенном направлении дает 

/ѵѴ • Ѵо-Ѵі, 
1 

соответствующей формуле обычного анализа 
о 

1 

Этот интеграл называется линейным интегра¬ 

лом вектора ѵК или градиентом Для каких - либо 
двух путей с одной и той же конечной точкой этот ли¬ 

нейный интеграл имеет одно и то же значение. В силу 
этого линейный интеграл градиента, взятый вдоль замкну¬ 

того пути равен нулю. Обратно, из условия, что всякий 
линейный интеграл вектора, взятый вдоль замкнутого пу« 

ти равен нулю, следует, что вектор может быть пред¬ 

ставлен, как градиент скаларной величины. Если линей¬ 

ный интеграл вдоль замкнутой кривой равен нулю, 

то линейный интеграл, взятый вдоль отрезка кривой, за¬ 

висит не от пути а от конечной точкщ функцией кото¬ 

рой он является; таким образом 

^Xа5^V (л^іУ^гі) — V (ХоУо^). 

ѣ 

Мы можем конечные точки обоих векторов п Хі сбли¬ 

зить настолько, что в левой части останется лишь один 
член, а в правой дифференциал 

Хсіз^аѴ. 

Хйз есть таким образом полный дифференциал скалар¬ 

ной величины Ѵ\ этот последний однако является произ- 
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ведением градиента V и направления, в котором должен 
быть взят полный дифференциал. Таким образом, 

X (! 8 ^ ^гасі V • іі 5 ь 

§ 19. Дифференцирование вектора по скаларной ве« 
личлне в наперед заданном направлении. 

(Полный дифференциал вектора) 

Изменение вектора ^ при изменении его коррдкнат 
л:, у, 2 определяется суммой изменений его компонентов. 
Если в точке Уо, 2^ вектор имеет значение 

а в точке у^^, — значение 

то 
- 35' - (— V',) і 4- (Ео - Е'з) І + (Ѵз — Ѵ'з) !. 

Таким образом, изменения вектора, происходящие при из¬ 
менении положения в данном направлении на единицу, 
определяются суммой изменений его компонентов 

а =» і 4- ^2 і + % ^ • 

Изменения компонентов Уз при изменении поло¬ 
жения в наперед заданном направлении, или полные диф¬ 

ференциалы Ѵі, 1^2» Уз в направлении выражаются, сог¬ 
ласно § 18, так 

(оѵ) Ѵ'і, (аѵ) 1^2, (пѴ)Ѵз. 

Полное изменение, получаемое 2$ при приращении в нап¬ 
равлении а па единицу измененіш, или полный дифферен¬ 
циал 25, взятый в направлении а, выражается 

(1) (аѵ)Ѵ'іг + (оѵ) Ѵзі + Соѵ) Ѵзі, 

где для сокращения пишем 

(2) 
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В окончательной форме компоненты этого вектора — бу¬ 
дем обозначать через 

— принимают следующие значения: 

(3) 

^ Уі , 

Щ - Лі -І-а, 

-1- (Іо 

ду + ^3 д -2: 

АІІ 
йу 

+ ^3 ^ -2:’ 

+ ^3 
б-г: ‘ 

Вектор 5Ш находится, в зависимости от гзектора а. Поэто¬ 
му іШ есть линейная функция а. Таким образом, 
полный дефференциал вектора, взятый в направлении а, 
есть линейная векторная функция направления а. 

Линейные векторные функции и, в особенности сим¬ 
метричные линейные функции, приводящие к определе¬ 
нию тензора, играют видную роль в физике. Их свойст¬ 
ва будут подробно рассмотрены в ч. III настоящей работы. 

В § 15 мы рассматривали изменение вектора, по 
времени в точке д:, Уу х. Если вектор 95 дан как функ¬ 

ция д:, у, X, то величина представляет изменение 

вектора по времени. Пусть вектор 95 служит выражени¬ 
ем свойств некоторой материальной точки д:, у, 0 и пусть 
требуется определить промежуток времени, в течение ко¬ 
торого произошло изменение вектора, отнесенного к этоіі 
материальной точке при ее переходе из точки л", у, «г в 
соседнее положение на расстоянии = Согласно 
только что сказанному, изменение вектора в направлении 
йх выражается через 

{(1% і) 95. 
Искомое полное изменение векторавте- 

ч е н и е промежутка времени йі слагается — если 
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не принимать во внимание бесконечно малых величин 
высших порядков ~ из этих обоих частей н принимает, 
следовательно, вид 

(4) йі 

В противоположность первому члену правой части 
т. е. локальному изменению вектора со временем, вто¬ 
рую часть называют стационарным изменением. 
Если первый член равен нулю, т. с., если данное векто¬ 
ром ^ свойство является только функцией пространства, 
то мы имеем стационарный поток. 

Точно так же из совокупности изменений вектора со 
временем определяется скалярное свойство V материалу 
ной точки, изменяющей свое положение со скоростью а, 
так что мы имеем выражение 

(іѴ 
(5) + 

§ 20. Действие у при векторном аргументе. 

Применение Гамильтоновского оператора 

к векторам приводит к формулам, имеюшин значение для 
физики. Первоначально выражение 

' йд: ' ^ 6у ■ йг 

является лишь символом, требующим более точного опре- 
іеления. Если в это уравнение ввести векторные компо* 
веыты, то мы получаем: 
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V ^ = 

+і{ 

+1- 

Г5Ѵі 
I 

ъѵ, 

ІЧ- 

ІЧ- 

г ■ 

^ V 

02: 

^іч- 

і + 

б к 
Ѳл; 

дУ 

'^1 

Здесь возникает вопрос, как понимать произведение каж¬ 
дых двух векторных сомножителей. В силу возникающих 
сомнений необходимо исследовать оба случая: скаларнос 
и векторное произведения. Чтобы избежать ошибок, пи¬ 
шем при скаларном произведении — или (уЗЗ), или 
V • 3^, или йіѵ 5В, и называем его: дивергенц вектора ІВ, 
а при векторном произведении — [ѵ^]. или ѵ X 35. или 
сигІЪу или гоі^у и называем его: ротор ф. 

Согласно правилам скаларіюго умножения, следует 

(1) -ч- Ч-- ?)д; Ъу Ъг ’ 

являющееся очень простым и важным дифференциальным 
выражением связывающим компоненты вектора, ѵ ^ пред¬ 
ставляет собою, конечно, скаларную величину. 

Согласно правилам векторного умножения имеем 

(2) 

ІГ ‘РІ і / ® Э ^'2 \ , { / б б Ѵз \ 
“ ‘ 1'й1Г“'б7-) + > (тг-тг) 

+ і 

Ѳг 
/ а 14 б Ц \ 
\ ах ду Г 

д ^ 

^ АГ ЙУ 
взамен чего мы можем воспользоваться выражением; 

і і і ■ 
б ^ ^ 
бл: с)^ 
Ѵі Ѵа Ѵз 

Эта формула имеет вид, подобный векторному произ¬ 
ведению двух векторов; гамильтоновский опе* 
ратор имеет значение исключительно, как 
обычный вектор, и таким образом при вычислениях 
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с этим оператором можно поступать так же, как еслибы 
знак V представлял собой самостоятельный вектор. 

Покажем на примере, как можно пользоваться сим¬ 
волом V» кзк вектором согласно упомянутому выше за¬ 
мечанию. Этот вывод, который впоследствии будет нами 
использован, легко проверяется посредством основного 
уравнения (2). 

Пусть ;і есть произвольный вектор, зависящий от 
лг, у, 2', и 

гл: I1 + 2:!. 

Требуется вычислить /'о/^[ги] или [ѵ[ти1]. Дифференци¬ 
рование необходимо распространить на т и и. Следова¬ 
тельно, 

гоі [г гі] = гоі [т и]ц + гоі [г 

где индексы обозначают остающиеся постоянными величины 
при дифференцировании. Согласно уравнению (2) § 13 
имеем: 

(3) гоі [с и],і = [ѵ [г и] ІИ = (и ѵ) цг - (ѵ и =(/ц г—и АЪг. 

Соответсгвенно 

(4) гоі [г п]^ = — гоі [и = г сііѵ и — и. 

Значения и (іу^п определяются уравнением (2); § 19 
они являются полными дифференциалами г и и, взятыми в 
направлении ц и ѵ, помноженными соответственно на абсо¬ 
лютные значения гі и г. 

В силу особого значения т имеем 

г , (ііѵ г 3^ 

Таким образом, 

гоі [г а] — 2 и Т- т (ііѵ и — ц. 

(5) 
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§ 21. Скаларное действие у при векторном аргументе. 
Теорема Гаусса. 

Для физического истолкования производных применим 
эти символы к уже известным примерам. Первоначально 
рассмотрим символ 

В § 12, как пример скаларного произведения трех 
векторов, была рассмотрена величина, названная, „потоком 
вектора". В силу этого поток вектора $8, через элемент 
поверхности (іо в заранее данном направлении равен 
(I и) = Ъ • й о. Дана задача: определить поток вектора 35, 
зависящего от своих координат, через произвольную на 
перед заданную поверхность, элемент которой имеет 
нормаль, направленую наружу. Вообразим себе нашу 
замкнутую поверхность разделенной на большое число элемен¬ 
тов плоскостями, параллельными координатным плоскостям» 
отстоящими друг от друга на росстояниях сіх, йу и й г. 
Обозначим полученный элемент поверхности через йо. 
Тогда 

ао=^(іусІ2\-\-сІ2^х\-\-сІХ(ІуІ 

и 
(1) а; = /35*Ьо==! іУійу й г(і X (і X с! у), 

о о 

Величина Ѵійуііг есть поток вектора 35 в точке х,у,г 
через элемент поверхности ^ о в направлении оси х, или 
— поток через проекцию (іо ш плоскость у г. 

На черт. 9 5 есть кривая сечения замкнутой поверх¬ 

ности плоскостью, параллельной плоскости г х^ причем Л о 
является элементом поверхности. Соответствующий этому 
элементу Ло, нормальный к плоскости у а:, цилиндр вырезает 
в плоскости у г проекцию йОу равную (іуЛг, и проходит 
через замкнутую поверхность^ по крайней мере, еще один 
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раз, во всяком случае — четное число раз (на черт. — 
четыре раза). В первой части интеграла происходит сумми¬ 
рование проекций всех элементов поверхности на плоскость 
у 2:, умноженных па Эго суммирование мы производим 
таким образом, что первоначально составляем суммы с 
одними и теми же (Іу (I г, умноженными на значения Ѵ^, 

Л 

н затем уже суммируем эти величины по всей плоскости ѵ .гг. 
Пусть цилиндр пересекает поверхность в точках л'о, Х2, х^.,. 
Если в точке х^ величина равна то в точке х^ она 
равна 

I д л; 
.Ѵо 

в точке х-^ соответственно 
ЛГз 

•^2 
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При суммировании всех 14 относящихся к Лу (Іг, мы 
должны учитывать, что нормали проекций элементов по¬ 
верхности в двух последовательных точках пересечения 
имеют противоположные направления в силу того условия, 
что в замкнутой поверхности мы должны всегда брать 
наружные нормали. Следовательно, (іу йг обладает один 
раз положительным знаком, а другой раз — отрицательным. 
В силу установленного условия для направления нормалей 
вамкнутой поверхности, нормаль к проекции элемента 
поверхности берется в первом сечении в отрица¬ 
тельном направлении оси л:, а потому для всей суммы 
получДем величину: 

Умноженная на <іѵ сі2 сумма интегралов 5 является как 

раз суммой всех элементов объема сіъ поверности- 

представляющей собой цилиндр с основанием сіу сІ2, 

Интеграл 
/8 сіу СІ2, 

распространенный по всей плоскости у2, является суммой 
всех элементов об’ема данной поверхности, умноженных 

на В силу этого мы пишем 
ох 

(2) ^V^^уСІ2=^8с^УСІ2!=^ СІХ сіу СІ 2 ^ 

Точно так же 
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Произведя сложение, получаем 

® »-/(ІГ++ II') " ® • 
Поток вектора через замкнутую по¬ 

верхность равен интегралу произведения 
(ііѵ ^ на элемент об’ема, заключенного в 
данную поверхность. Если поверхность заключает 
лишь один элемент об’ема, то получаем: поток век¬ 
тора через поверх но сть бесконечно ма¬ 
лого элемента об’ема, отнесенного к еди¬ 
нице об’ема, есть дивергенция вектора 
т. е примененная к вектору 35 скалярная 
операция Гамильтона так. образом, 

(2) йіѵ 58 == Ыт - 
{(і X = 0) 

35 • ^ о 

Для того, чтобы получить другое наглядное значение 
дивергенции, рассмотрим теперь векторный поток через 
поверхность малого цилиндра с очень малой высотой 
основанием, перпендикулярным направлению вектора 35, 
и осью, совпадающей с направлением 35. Об’ем цилиндра 

^X йП) • йо] 
следовательно, 

(5) (Ііѵ 35-^х = у’іБ^в. 

Интеграл в правой части состоит только из обоих эле¬ 
ментов 35 йо, отнесенных к плоскостям оснований, так как 

равно на поверхности цилиндра нулю. В виду 
того, что для обоих этих плоскостей имеет противо¬ 
положные знаки, то / 35 о-= (И (1) — И(0))-й?в, если при 
этом Ѵі^) и Ѵ'(^) выражают величины вектора 35 для обоих 
оснований цилиндра. Таким образом, уравнение (8) при¬ 
нимает вид: 

йіѵ 35 • й? // --- Г — V (0) 
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Это уравнение говорит: изменения векторного потока 
^через элемент поверхности в точке лг^, удаленной 
от точки x^,у^,г^ в направлении вектора 93 на расстояние 

равно дивергенции вектора 33, умноженной на йН, 

Уравнение (3) известно под названием теоремы 
Гаусса и дает преобразование интеграла, взятого по по¬ 
верхности, в объемный, или обратно. 

Здесь необходимо обратить внимание на то, что знак 
перед уЗЗ зависит от установления направления нормали, 
и что таким образом ѵ^З есть псевдоскаларная величина. 
Мы будем постоянно придерживаться ранее принятых 
определений, согласно которым нормаль к поверхноан 
направлена наружу. 

§ 22. Применения. Обозначение дивергенции. 

Если вектор 93 обозначает величину и направление 
теплового потока в каком-либо теле, проходящего в единицу 
времени через нормальную к 93 единицу площади поверх¬ 
ности этого тела, то количество тепла, проходящего через 
элемент поверхности в произвольно наперед заданном 
направлении, т. е. векторный поток через этот элемент 
поверхности, равно 93^0. Тепловой поток, проходящий 
через замкнутую поверхность, заключающую тело, рав¬ 
няется количеству тепла, воспринимаемому через поверх¬ 
ность тела его об’емом. Тепловой поток увеличивает коли¬ 
чество энергии заключающейся в данном об’еме. Если 
в этом теле не происходит работы внутренних или 
внешних сил, то количество воспринимаемого тепла 
повысит температуру тела. Если — с удельная теплота, а 
р — плотность тела, то количество тепла, вызывающее 

с) ^ повышение температуры в об’еме единицу време- 
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НН, выразится через: 

Так как это выражение равно іо получим 

йіѵ = -г-. 
о I 

Если через вектор $В обозначить истечение жидкости, то 
векіорный поток через поверхность равен количеству 
жидкости, протекающему через поверхность в единицу 
времени. Условие несжимаемости жидкости требует, чтобы 
в замкнутую поверхность поступало не больше жидкости, 
чем из нее вытекает т. е. чтобы поток через замкнутую 
поверхность равнялся нулю. Таким образом, условие несжи¬ 
маемости жидкости в векторном изображении гласит: 

йіѵ 35 = О. 

Если векторное поле таково, что в элементах объе¬ 
мов определенных точек пространства принимает зна¬ 
чение отличное от нуля, то в этих элементах вводимое 
через вектор количество (напр. количество тепла или жид¬ 
кости) увеличивает энергию тела или ее уменьшает. 
В случае теплового потока это увеличение или уменьше¬ 
ние можно себе представить таким образом, что прибы¬ 
вающее или исчезающее количество теплоты соответству¬ 
ет увеличению, нли уменьшению, количества внутренней 
энергии элемента об*ема. При исследовании истечения 
жидкости, которую мы привыкли рассматривать как несжи¬ 
маемую, такое представление, предполагающее возникно¬ 
вение или исчезновение материи в пространстве, является 
несколько натянутым; однако оно об’ясняется тем, что в 
силу каких-либо причин с поверхности тела берется час¬ 
тица материи. Таким образом мы приходим к таким эле¬ 
ментам объема, у которых отнимается большее коли- 
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честно материи, чем в них поступает. Точки, в 
которых наблюдается больший приток, чем убывание, 
называются точками падения (отрицательный 
источник). Положительно или отрицательно вводимое 
количество, т. е. у35, называется дивергенцией ис¬ 
точника. В силу этого значения взамен у 35 пользуются 
знаком (Ііѵ 35. 

§ 23. Векторное действие ѵ* Вращение. 

Рассмотрим для выяснения значения действия [ѵ35], 
движение твердого тела. Относительная скорость некото¬ 
рой точки Мі относительно точки М2 дана уравнением 

(1) 
г Аг 

Аі ^ Аі 
А г 

при условии, что вектор г служит линией, соединяюшей 
точки Мі и М^. Если обе точки связаны между собой 
неподвижно, то расстояние между ними не меняется, в 

силу чего должно удовлетворяться условие — 0; в таком 

случае последний член 

(2) ц - г 
Ат 
ЧТ* 

указывает, что относительная скорость в направлена 
постоянно перпендикулярно к линии, соединяющей обе 
точки, относительную скорость которых х> мы ищем. 
Уравнение (1) представляет србой общий вид относитель¬ 
ного движения некоторой точки твердого тела относи¬ 
тельно какой-либо другой точки О, неизменно связан¬ 
ной с этим же телом. Если точка О сама по себе об¬ 
ладает скоростью % то, при ти представляющем собой 
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расстояния точек пи от точки сравнения, уравнение ско¬ 
рости г)і какой - либо точки твердого тела пишется в 
обшем виде так; 

(3) П 
й гі 
Ті 

Разность т — По мы 
можем нанисать еще ина¬ 
че. Пусть О Л (черт. 10) 
с направлением вектора а 
служит мгновенною осью 
вращения твердого тела; 
в этом случае—если есть 
мгновенный радиус кри¬ 
визны в точке ші 1. а) 
— имеем: 

Гі = аі -Ь 9ІІ 

Пі — п. 
а Гі 

СІІ СІІ * 

и уравнение (2) можно на¬ 
писать: 

= (9ІІ 9ІІ) 
а^^і 
й і 

Правую часть можно на основании идентичности 

а (4**).о, 

а также на основании формулы (2) § 13 преобразовать в 

Вектор 9ІІ имеет одно ИТО же значение для всех 

точек Ші твердого тела. Он направлен перпендикулярно 
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и т. е. совпадает с направлением оси вра¬ 

щения. Его величина равна двойной площадп, опи¬ 
санной в течение единицы времени радиусом, равным 
единице, в цдоскоста перпендикулярной оси вращения. Мы 
назовем этот вектор, как это обычно принято, угловой 
скоростью и обозначим его через и. Ибо в действи¬ 
тельности іюнятйе „угловой скорости" в обычном анализе 
имеет все характерные особенности вектора, т. к. для его 
определения, помимо задания абсолютной величины, тре¬ 
буется также и задание направления оси вращения. Таким 
образом, 

и юі = 04+іѵі91і1, 

или, т. к. [оіи]=-0 и гі==оі + 91і, 

Применим теперь к 
(5) + 

векторное дифференциальное действие ѵ* При произво¬ 
димом здесь дифференцировании по х, у, г вопрос сво¬ 
дится к определению изменения в или [иг], при переходе 
из точки X, у, г в соседнюю. Однако в этой соседней 
точке в одно и то же время и имеет то же значение, 
что и в точке л:, г\ таким образом, при дифференци¬ 
ровании правой части мы можем рассматривать и, как 
постоянную. Применяя уравнения (3) и (5) из §20, полу¬ 
чаем 

(6) гоі в « гоі [и г]ц 2 и. 

Вращение, или ротор, мгновенной ско¬ 
рости некоторой точки равно двойной уг¬ 
ловой скорости точки на ее траектории 
(ср. коней следующего §). 

балентинер. Векторный анализ. 5 
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В силу сказанного, это действие обозначим, как вихрь 
ротор, сиги 

(7) 

Из определения компонентов получим: 

юі о і і 

^ ^ & 
дх 

Ѵі Ѵ2 Ѵз 

, . / ^ '^3_^^2 

^ \ дг 

)■ 
откуда непосредственно следует, что го^ѵ = О, если о яв¬ 
ляется градиентом скаларной величины, т..е. 
г> = ѴФ» так как тогда миноры равны нулю. Если же на¬ 
оборот, го^ѵ із О, то согласно § 18, интеграл /ѵ сів должен 
зависеть от порядка интегрирования и отличаться при 
замкнутой кривой от нуля. 

§ 24 Теорема Стокса. 

Если интеграл / взятый по замкну¬ 
той кривой, отличен от нуля, то он может 
быть представлен посредством вектора 

Пусть первоначально дана 
вполне определенная кривая 
вдоль которой производится 
интеграция — контур паралле¬ 
лограмма о Л о = й о с беско¬ 
нечно малой площадью и 
сторонами и в точке 
х,у,х (черт. 11)у Средяие ве¬ 
личины постоянно изменяю¬ 

щегося вектора 33 по четырем сторонам 1, 2, 3, 4 равны 
Ші, ^2/ ^3/ Тогда 
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(1) 11^ 5 й? т -г ^2 ^ ^ ~ ^ ^ ~ ^ ^ 

і - й? г — І^з) - 5 г еД§^ - 3^,). 

— ^3 есть изменение вектора 3$ в точке х,у, г в на¬ 
правлении — 5 с на отрезке 5 г; разность — 3^2 такое 
изменение в направлении — (Іх на отрезке (Іх\ таким 
образом мы можем написать 

(2) й ь {й X ѵ) 35 Ь г — (5 с ѵ) 35 сі х* 
‘і 

Если принять во внимание, что знак действия ѵ мо¬ 
жет рассматриваться, как вектор, то мы можем, по прави¬ 
лам перемножения векторов, произвести следующие 
преобразования. Единственная необходимая здесь предо¬ 
сторожность это — соблюдение порядка,» следования 
знаков. Далее, по окончании преобразования необходимо 
помнить что, каков бы ни был порядок следования 
знаков, дифференцирование под знаком ѵ относится к 
вектору 58, в то время, как 51; и сіх являются 
постоянными величинами. 

^/'35 ^3 = (^ г ѵ) (35 ^ ѵ) — (5 г ѵ) (35 йг) 

/34 -(ѵУ-г)(355с)--(ѵЗг)г35^г) 

. = гоі 35 • [^ г ^ г] 35 • ^ о . 

Отсюда следует, что 

(4) гоі 35 • о — Ііт ■ , 
{1о .=0 (і о 

причем совершенно безразлично представляет ли собой 
0^0 параллелограмм, или произвольно ограпиченніай бес¬ 
конечно малый« элемент поверхности. Выражение (4) 
говорит, что отношение линейного интеграла 

.5* 
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вектора умноженного скаларно на эле* 
мент пути к бесконечно малому элементу 
поверхности, ограниченному интеграль¬ 
но й к р и в о й, п р н б л и ж а е т с я к п р е д е л у, рав¬ 
ному вихревому компоненту вектора в 
направлении нормали к поверхности в 
месте ограниченном интегральной кри¬ 
вой. 

Или — ротор вектора 58 в точке х, у, х 
равен пределу, к которому стремится взя¬ 
тый относительно вектора 58 линейный 
интеграл вдоль кривой, ограничивающей 
нормальный к направлению вихря беско¬ 
нечно-малый элемент поверхности, после 
того, как этот интеграл посредством де¬ 
ления на площадь элемента поверхности 
отнесен к единице площади. 

К теореме Стокса, дающей преобразование 
линейного интеграла в интеграл, взятый по поверхности, или 
обратно, мы приходим также, интегрируя по поверхности 
/% разложенной на упомянутые элементы поверхности, 

величину 7*0^58‘О ^0, взятую из уравнения (3). Левая часть 
уравнения (3) обращается в силу этого в сумму линей¬ 
ных интегралов, взятых вдоль всех кривых, ограничиваю¬ 
щих упомянутые элементы. Но так как кривые, ограничи¬ 
вающие два соседних элемента, частью перекрывают 
друг друга (см. черт. 12), и так как эти отрезки при ин- 
тегри|ювании будут иметь противоположное направление, 
го сумма всех линейных интегралов равна* линейному 
интегралу, взятому относительна 58 й? в вдоль кривой, ог¬ 
раничивающей плоскость Л Таким образом 

(&) ^58 
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Это уравнение дает теорему Стокса. 
Из уравнения ^5) следует важная теорема, по которой 

сіо, 

взятый вдоль замкнутой кривой, равен нулю, так как при 
этом, исчезает интеграл в левой части. 

Если подставить в уравнение (4) взамен 35 вектор в, 
представляющий скорость точки л*,у, 2г некоторого твер¬ 
дого тела, то уравнение (4) выразит, что компоненты гоіѵ 
по определенному направлению равны линейному ин¬ 
тегралу в, взятому относительно бесконечно малого нор¬ 
мального этому направлению элемента поверхности, раз¬ 
деленному на величину площади этого элемента. Если 
этот элемент поверхности совпадает с плоскостью круга 
кривизны траектории в точке х у то линейный интег¬ 
рал, а вместе с ним также и левая часть, принимает мак¬ 
симальное знечение. Черт. И ясно показывает, что эта 
величина тем больще, чем меньще радиус кривизны тра¬ 
ектории, и чем больще скорость ючшхуг — другими 
словами—чем больше угловая скорость точки ху г на 
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траектории (относительно мгновенного центра кривизны). 
Это рассуждение способствует пояснению смысла урав¬ 
нения (6) § 23. 

§ 25. Применения. 

Уравнение (3) предыдущего параграфа мы можем при¬ 
менить для вывода новой формулы полного дифференциала, 
данного в § 19 в виде (аѵ)ЗЗ. Так как в этой форме 
выражения мы хотим выразить, что изменение вдоль 
очень малого отрезка должно определяться в направле¬ 
нии а, то мы пишем полный дифференциал (сі а ѵ) 33. 
Заменяя в уравнении (3) § 24 й? г через (I а, имеем 

(1) [гоі: 33 ^ а]5 г = (^ а ѵ) 33 • 5 г — V (33 б? а) Э г. 
Согласно правилам умножения, взамен этой формулы мы 
можем написать: 

5 г{[/'о^ЗЗй?а]+ѵ(ЗЗй?а)—“(^а ѵ) 3$} =0. 

Так как это уравнение должно удовлетворяться при любом 
значении вектора 5 г, то следовательно, выражение в скоб¬ 
ках равно нулю, и полный дифференциал вектора 33 в 
направлении вектора сі а выразится в виде 

(2) {(і а ѵ) 33 =[гоі 33 й? а] + V (33 ^а) ^ а ^ 

причем необходимо заметить, что сі а остается при диффе¬ 
ренцировании постоянным, что отмечено здесь индексом. 

В силу сказанного, формула (4) § 19 переходит в 

(3) ^ |т 58 • о] + V (58 .0) х>. 

Если 33 является вектором скорости данной точки, то мы 
получаем, особую формулу. 
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Общее изменение векторного потока через поверх¬ 
ность Г в элемент времени сі I будет 

где / Ш • й? о является скалярной величиной; согласно урав¬ 
нению (5) § 19 имеем, следовательно, 

Последний член выражает изменение потока в течение 
единицы времени, когда поверхность, через которую 
происходит истечение, движется со скоростью в. Поверх¬ 
ность эта проходит при движении некоторую часть кро- 
странства, ограниченного, во первых, величиной и поло¬ 
жением поверхностей и Г2 ^ начале и конце движения 
и, во вторых, цилиндром, образованным движением ограни¬ 
чивающей эту поверхность кривой в. Поток, проходящий 
из этого замкнутого пространства, будет 

/ йіѵ а о). 

Установим теперь, что нормаль к й? в образует острый 
угол с направлением в; этим самым мы устанавливаем 
направление ограничивающей кривой з, и притом так, 
что есть элемент поверхности рассматриваемо¬ 
го пространства с направленной наружу нормалью. Вы¬ 
читая из этого потока поток, выходящий через по¬ 
верхность 

/ [(І 3 • о], 

соединяющей и /^2» получаем поток, выходящий через 
обе поверхности и /^2* Но это и есть искомое изме¬ 
нение потока, в случае перехода поверхности Р\ в Р^, 
Таким образом, 

(в ѵ) / ^ о = /(в й? о)4-/[в ^з}. 
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и, применяя теорему Стокса, 

I (Г) Ѵ) / 33 • й? о = ^ 25 (^5 • й? о) + / [23 о] ^ в 

I ^^йіѵЪіУУ* гоі[58и]//о, 

следовательно, 

(6) у Ш-«Го = ЛІУ + О *‘г'а5 + го<[58о]|<?о. 

Изменение потока через замкнутую поверхность вы¬ 
разится поэтому формулой 

,7) 

§ 26. Теоремы о количестве движения. 

Для определения движения твердого тела, подвер¬ 
женного действию наперед заданных сил, мы исходим из 
прпципа Даламбера. Согласно этому принципу, если к 
действующим силам, приложенным к системе находящихся 
в движении материальных точек, прибавить ускорения 
этих точек, взятые с отрицательным знаком и помноженные 
на массы этих же точек — г. е. силы инерции, то силы 
будут находиться в равновесия. А так как условия рав¬ 
новесия действующих на твердое тело сил (§ 10), дают 
условия, из которых могут быть выведены уравнения дви¬ 
жения, е:ли т\ обозначают массы точек приложения сил, 
и — рі — их расстояния от некоторой неподвижной точки 
в пространстве, имеем 

=0и2і[ріЧ5і-'«і^] = 0. 

Эти уравнения могут быть написаны в другом виде, а 
именно: 
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Величина ті ві = §3 называется результирующей 

величиной количества движения, величина пи [рі Рі]=«и 

результирующим моментом количества движения. В силу 
этих обозначений уравнения (1) обращаются в уравнения, 
дающее теоремы о количестве движения; 

Если вопрос идет о движении твердого тела вокруг непо¬ 
движной точки, и если эту точку принять за начало ко¬ 
ординат, то Го^О; и 

^тіІхіѴі]=^ ^ ті[гі[цгі]1«- 

и — ^ті гі(игі)/ 

или, если масса данного тела распределена равномерно, то: 

• іі'с) и — ^рѵ{их)сІ%, 

с компонентами 

(2) 

' ^ 1 =* + «1 Л+'^з) ^ —«г/р '*! ^2 ^ 'С—%/р ''з ^ 

^2 ^Р^2^x(^'^-\‘и2^Р й?і: —/2 Гз (/Х, 

Р рГзГз^х-Ьмз 

§ 27. Многократное применение дифференциального 
оператора у* 

Мы уже несколько раз воспользовались замечанием, 
что знаком V при перемножении и преобразовании вы¬ 
ражений можно пользоваться, как символом вектора. При 
помощи этого символического обозначения ряда вычи¬ 
слений, как наиболее простого метода мы можем вывести 
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формулы, которые приведут нас к уже известным фор¬ 
мам применения Гамильтоповского оператора к произве¬ 
дениям скаларов и векторов, а также и к формуле мно¬ 
гократного применения этого оператора. 

Ниже приведены по порядку различные трехчленные 
дифференциальные сочетания скаларов, векторов и знака 
самого оператора. Способ изображения уже достаточно 
определен, а потому формулы не нуждаются в более по¬ 
дробном об’яснении; члены с индексом обозначают вели¬ 
чины, которые приняты при дифференцировании в диффе¬ 
ренциальных выраженях за постоянные: 

1) V (а Ь) = йіѵ (а Ь)=ѵ Ь)^ + V Ь)5 (ііѵЬ-іЬ^гайа, 

(2) [ѵ {а Ь)] = гоі (аЬ)-=^ а гоі Ь — [Ь аЛ а], 

(3) V (сі Ь) = §га(і (а Ь) = ^гасі (а Ь)^ + §гас1 (а Ь)^. 

(4) ѵ[аЬ] = ^/г;[аЬ] = ѵ[а6]а + ѵ[аЬ]ь- 

= — агоіЬ + Ь гоіа . 

(5) [ѵ [а Ь]] = гоі [а Ь] = [ѵ [а Ь]1а + [ѵ [а Ь]]ь, ^ 

- [а (ѵ Ь) — Ь (ѵ а)]а + [а (ѵ Ь) — Ь (ѵ а)]^ =• 
^асііѵЬ — (а ѵ) Ь + (Ь ѵМ — Ь сііѵ а . 

(6) [а [у Ь]1 = у (а Ь) а — Ь (а у)а = §гаа (а Ь)б — (а у) Ь. 

При помощи символического изображения вычисления 
чрезвычайно упрощаются, особенно, в сложных фор¬ 
мулах, как напр., уравнение (5). Для того, чтобы про¬ 
верить правильность этого уравнения обычным анали¬ 
тическим, путем лучше всего исходить из 
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и вычислить компонент х в правой части из уравнения (5); 
он приводится после некоторых преобразований к виду 

^ (^1 ^2 — ^2 ^і) —^ (^3 

тО'Же производится и для вычисления компонентов л: и 2^. 

Если в формулах (1)—(5)заменить вектор Ь знаком у, то 

(10 ѵѵ а = А'г» а = Д'» 0 / 

(2') [ѵѵ^і ^іоі^гай а ^ і і I 

5 ^ ^ 
б 2: 

6 Д б Д б Л 

б г 

^0, 

(30 ѵ(ѵй)==^/'Д^ (ііѵ а, 

-А 
бл: (40 V [Ѵ л] й = 

+-^1 ег' 

ХА 
ѲУ бг 
«2 Дз 

А А 

+ 
бу 

^А 
б2г ^д: 

^3 

= 0, 

(50 [уіѵ п]] = го< а = V (ѵ а) — (ѵѵ) а 
, .. /б" О б^й\ 

===§гасі сііѵ а — и~т + -г^4-:г^). 
\б^ѵ-5 Ьг^} 

*= ^гай (Ііѵ а ~ Уѵ'^2 — ^Ѵ^^з" 

В заключение необходимо сказать относительно ура¬ 
внения (40, что когда Аіѵ с в рассматриваемом пространстве 
равна нулю, то с должно быть представлено ротором 
другого вектора. 

о Способ изображения, принятый Іатё. 



Часть. П 

Применения к некоторым областям 
физики. 

§ 28 Введение, 

Мы исследовали два рода векторов: осевые и поля|>- 

ные (§2), или — если векторы даны, как функции точек 
т. е. определяют собой векторное поле — векторы, ди¬ 

вергенция которых равна нулю, или же векторы, — ротор 
которых равен нулю'. В первом случае мы имеем дело с 
областью без источника, во втором—с областью без вих¬ 

рей; в первом случае мы можем представить вектор пос¬ 

редством ротора другого вектора, во втором—градиентом 
некоторой скаларной величины. В зависимости от того 
или другого случая, мы говорим о соленоидальном, 

или о потенциальном векторе 

Самый общий случай векторного поля определяет 
сумма соленоидального и потенциального векторов, со¬ 

ответственно общему представлению вектора посредством 
суммы осевого и полярного векторов. 

Таким образом, мы рассматриваем следующие случаи 
векторного поля. Пусть во всем пространстве 

(1) гоіа^О, йіѵ а = О, 

тогда, согласно § 23, а = следовательно, 

(1^ йіѵ й ѵ* V =* О 
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Одно из частных решений этого дифференциального урав¬ 
нения есть 

где /и и я обозначают произвольные постоянные. Если 
уравнение (П удовлетворяется для всего рассматривав^ 
мого пространства, т. е. также и при г = 0, то произволь¬ 
ная постоянная т = 0 и таким образом V приводится к 
произвольной постоянной; следовательно, 

а-0. 

(2) Если го/а=*0, йіѵа^О, 

мы имеем область источника без вихря с потенциаль¬ 
ным вектормо. 

(3) Если гоіа^О, (Ііѵа=^0, 

то мы имеем вихревую область без источника с солено- 
идальным вектором а. 
(4) Если йіѵа'^О, 

то мы можем произвести следующее разложение. Пусть 

йіѵ г, 
кроме того, положим 

а ~ йі + Оз, 

где Оі — потенциальный вектор, а Оз — соленоидальный; 
тогда 

(ііѵаі^Р, гоійі^О, 

йіѵ 02 = О, гоіа^^х* 

В теории потенциала преимущественно встречается 
потенциальный вектор, в гидро-динамике же соленоидаль- 
ный, что же касается электрических и магнитных явлений, 
то для их представления служит сложный вектор. 
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Согласно сказанному, мы рассмотрим в следующих 
трех главах вопрос о применении векторного анализа к 
теоретической физике. Первоначально—некоторые общие 
теоремы теории потенциала, а вместе с тем и теорию 
потенциального вектора, затем—теоремы гидродинамики 
и, следовательно, теорию соленоидального вектора и, в за¬ 
ключение, представление электрических и магнитных яв¬ 
лений—соединив оба вектора вместе. 

Глава I. 

Некоторые теоремы из теории потенциала. 

§ 29. Значение потенциала в механике. 

Скаларную величину V можно представить градиен¬ 
том вектора а, когда гоі а О; она называется скаляр¬ 
ным потенциалом потенциального вектора. 

Из § 18 следует: компоненты потенциального вектора 
в направлении в с компонентами З2, мы получаем 
дифференцируя потенциал по этому направлению. 

Если а является вектором — силой, определяемым по¬ 
тенциалом V, то работа производимая данной силой при- 
ложеннной к материальной точки движущейся вдоль замк¬ 
нутого пути равна нулю, потому что, согласно § 18, 
величина работы зависит лишь от начальной и конечной 
точки 

2 

і'аа^^Ѵп — Ѵі. 
*1 

Если сила, действующая на материальную точку обла¬ 
дает потенциалом, то нам всегда известен интеграл днф- 
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ференциальных уравнений движения; а именно—интеграл 
живых сил. Ибо, производя скалярное умножение диф¬ 
ференциального уравнения движения 

(1) яг-^-о = ѵѴ 

иг 
иа —, получим 

т 
(іг —. 

= а 
(іг — 1 
(ІІ йі (^сѵ) К 

где под дифференциалом <іѵ понимается изменение V 
при движении в направ.тении пути йг ъ элемент времени 
и і. Интегрируя, имеем 

сопзі. 

Силы, обладающие потенциалом, называются консер¬ 
вативный! и в данном случае потенциал называют 
также силовой функцией,. Центральные силы суть 
консервативные силы. 

Выражение силы, действующей согласно закону при¬ 
тяжения Ньютона на материальные точки и гПу будет 

(2) а 
К щ 

г- 

Потенциал этой силы 

(3) 
К тіт2 

г 

Простое вычисление показывает, что в этом случае 
за исключением г «О, для пространства повсюду действи¬ 
тельно уравнение 

(4) іііѵ а = ѵѵ ѵ = аѵ, а^ѵ 
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Это дифференциальное уравнение известно под названием 
уравнения Лапласа, 

§ 30. Потенциал Ньютона* 

Под потенциалом часто подразумевают силовую 
функцию закона притяжения Ньютона при непрерывном или 
прерывном распределении массы. Этот потенциал являет¬ 
ся функцией которая удовлетворяет при подобном распре¬ 
делении массы в трехмерном бесконечном пространстве 
следующим условиям. 

В любой точке пространства, за исключением опре¬ 
деленных геометрических форм, не обладающих всеми 
тремя измерениями (как напр.: точки, линии, поверхности) 

(Н , 
где р {г) является плотностью системы масс в точке 

г«л:і+уі + 2г!«г7 

Величина Ѵ и ее первые производные по г являются 
повсюду непрерывными функциями, опять таки — за ис¬ 
ключением выше оговоренных геометрических представ¬ 
лений. 

Произведения тѴ, г (гѵ) Ѵ повсюду имеют конечные 
значения. 

Для точек и линий разрыв функции V и ее пер¬ 
вых производных можно не рассматривать более подробно. 

Если же для поверхности функция Ѵ и ее первые 
производные прерывны, то таковые должны ограничиваться 
прерывностью, а также прерывностью ее первых про¬ 
изводных в направлении нормали п к поверхности при 
прохождении ее через последнюю; разрывы должны да¬ 
ваться наперед заданными функциями о, х, а именно: 

(2) ((пѴ)'')і + ((пѴ)Ѵ')2-‘4я(й, 

(3) Ѵі-Ѵз = 4ях. 



Вспомогательные теоремы Грина. 81 

где инл^ексы указывают различия для величины обоих сто* 
рои поверхности, а нормали, в свою очередь, направлены 
наружу. 

Эти условия однозначно определяют потенциал, удов¬ 
летворяющая им функция V гласит: 

(4) + 

§ Зи Вспомогательные теоремы Грина. 

Согласно теореме Гаусса: 

(1) 

если взамен о, подставим произведение вектора а н 
скаларной величины V (причем как вектор, так и скалара 
в рассматриваемой области предполагаются однозначными 
и непрерывными), то получаем 

(2) ^(ііѵ (а • V) Да V) • ^ 0. 

Пусть 
йіѵ{а» Ѵ)^Ѵ йіѵ ^га(і\] 

положив имеем 

(3) /(ѴѵЮ ^0 = /(Ѵѵ2 6^)^х + /(ѵ6^ѵЮ^''. 

Переменив местами 6^ и V, получаем соответственное урав¬ 
нение. Вычитая из первого второе, получаем 

(4) /Ѵѵ^— 

Если V« і/, то из уравнения (3) следует 

(5) /(ѴѵѴ)^о-/(Ѵѵ2Ѵ + (ѵт^^- 

Если, наконец, V удовлетворяет уравнению Лапласа Ѵ »= О, 
то 
(6) /Ѵ7ѴЙ0=/(уѴ)ггі'і. 

Налемтииср. Векторный анялнз. % 
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Уравнения (4) — (6) были первоначально выведены 
Грином. 

Интеграл уравнения Лапласа 

г 

имеет в точке ^ = 0 бесконечно большое значение; если 
к этой функции применяются теоремы Грина, с (3) по (6), 
то для рассматриваемой части пространства необходимо 
исключить точку г = 0 и распространить интеграл, взятый 
по поверхности, на эту поверхность исключения. Мы по¬ 
мещаем точку в сферу бесконечно малого радиуса. Ин¬ 
теграл, взятый по поверхности относительно этой сферы, 
вычисляется без каких-либо затруднений. Первоначально 
вычисляем 

/ 
Если обозначить через п направление элемента поверхности 
(іо и через (ѵ^*п)тах—наибольшее значение, прини¬ 
маемое заключенной в скобки величиной на поверхности 
сферы, то 

Ыт / -і- V ^ ^ о ^ ііт (ѵ и • п) пых / — = О, 
г = о| і '' I г = 0 ] '' I 
Далее, если радиус сферы настолько мал, что значе¬ 

ния V в различных точках бесконечно мало отличаются от 
среднего значения в точке г = 0, то 

и • (іо ^ I С/ У'о 

Интеграл, взятый по об’ему относительно малой сферы, 
стремится с уменьшением величины г к нулю, если при 
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этом конечно; таким образом, об’емный интеграл в 
уравнении (4) остается без изменений. Само же уравне¬ 
ние (4) переходит в силу сказанного в 

(8) /(уѵ^-^^ѵу) с1о-Ат.и,^ 

В этой формуле интеграл распространен по об’ему, или 
по заключающей об'ем поверхности, причем в этих гра¬ 
ницах функция ІУ и ее первые производные должны быть 
непрерывны. 

§ 92. Вывод потенциальний функции из характерных 
условий. 

Уравнение (8) § 31 дает нам соотношение между 
функцией 6^ и ее первой и второй производными; оно 
должно удовлетворяться для любой функции и ее первой 
производной в тех пределах, в которых, как сама функция, 
так и ее производная, обладают конечными значениями. 
Таким образом, потенциальная функция V должна также 
удовлетворять этому уравнению при том условии, что 
точки перерыва и линии, которые мы выделяем в сферы 
бесконечно малого радиуса и трубкообразные поверхности, 
не подлежат нашему рассмотрению. В таком случае 
стоящий налево интеграл, взятый по поверхности, распро¬ 
страняется: 1. На поверхность бесконечно большой сферы, 
заключающей все пространство. 2. На поверхность, заклю¬ 
чающую в себе поверхности, как точек перерыва, так и 
линий. 3. На поверхности, заключающие в себе поверх¬ 
ности точек перерыва с заранее даннымтг скачками. 

правильность отрицательного знака перед 47т;^7() можно уста¬ 
новить, если вспомнить, что нормаль к элементу поверхности малой 
сферы, внутренность которой считается внешним пространством — если 
таковая часть пространства не подлежит нашему рассмотрению — дол¬ 
жна быть согласно предыдущим положениям направлена внутрь сфе¬ 
ры, в то время, как нормаль к элементу поверхности другого интег¬ 
рала должна быть нап^влена во внешнее пространство, 
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Таким образом — принимая во внимание условия § 30— 

к (1) 

/1ѵѴ-йо=. 

оо 

=/'• (г т V)^ (г г V ѵ)- о, 

со 

где (і обозначает абсолютную величину элемента поверх¬ 
ности (і 0і сферы радиуса, равного единице, наблюдаемой 
из центра сферы под тем же углом, что и й?о;удалее: 

ОО ОО оо 

к (2) ^'(уѵѴ-Ѵѵ4^)‘^в = 0/ 

В силу конечных значений Ѵ^, г и ее первых производных 
на поверхности, а также в силу сходимости относительно 
нуля величины поверхности: 

к(3) 
/ (-7 V V" - V V у) о { ((п V) Ѵ)і+ 

+((Пѵ)Ѵг)(п Ѵ)у • а/. 

в этой формуле мы берем совместно противолежащие — от¬ 
носительно обоих сторон прерывной поверхности — эле¬ 
менты и лишь со стороны перерыва интегрируем элементы 
поверхности сі/. В силу выше упомянутых определений 
прерывности поверхности мы можем написать выражение: 

Прибавляя интеграл, взятый по поверхности, и принимая 
во внимание величину 4пр для V в интегрируемой 
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части пространства, мы получим из уравнения (8) следующую 
формулу: 

(1) -Ѵо=^xіпѵ)^а/, 

где Ѵо есть величина потенциальной функции V в той 
точке пространства, от которой берутся расстояния г 
об’емных элементов или поверхностых элементов й?/, 
Т. к. величины р, а>, х даны, как функции х, у, 2г, или — 
что то же — как функции г, представляющие собой пере¬ 
менные интеграции, то величина Ѵо может быть отсюда 
определена. 

Функция Ко удовлетворяет всем условиям, постав¬ 
ленным в § 30; необходиі^о добавить лишь несколько слов 
о ее однозначности. Если Ко и Ко' являются двумя функ¬ 
циями, удовлетворяющими поставленным условиям, до для 
разности С/=Ѵо—Ко'. Необходимо, чтобы: 

1. [7=0 (за исключением определенных, не обла¬ 
дающих всеми тремя измерениями, геометрических пред¬ 
ставлений: точек, линий, плоскостей). 

2. Функция и и ее первая производная по і: были 
конечны и непрерывны, за исключением определенных 
геометрических форм, не обладающих всеми тремя из¬ 
мерениями: точек, линий, плоскостей; прерывных поверх¬ 
ностей и не существует. 

3. Произведения г [7 и г (г ѵ) ^ повсюду сохраняют 
конечные значения. 

Если мы, исключив прерывы функций посредством 
сферических и трубчатых поверхностей, применим к ней 
уравнение (б) Грина, то, аналогично сказанному выше, 
левая часть исчезает; последнее требует, чтобы (ѵ(^Я~0, 
откуда, применяя условие 3, следует, что сама функция Ц 
должна равняться нулю. Этим самым доказана однознач¬ 
ность потенциальной функции. 

§ 33. Значение отдельных членов решения. 

Полученное решение дает силовую функцию закона 
притяжения Ньютона при сполошном или прерывном 
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распределении массы; т. к., частная производная по какому- 
либо направлению в пространстве дает нам величину 
действующей силы по этому направлению, которая вместе 
с тем служит выражением закона Ньютона. 

Сказанное нетрудно увидеть из первого члена решения: 

Этот интеграл представляет собой выражение потен¬ 
циала Ньютона при равномерно распределенной массе в 
пространстве по отношению к какой-либо точке с массой, 
равной единице, удаленной от элемента на расстояние г. 
Величина р обозначает плотность равномерно распределенной 
массы в пространстве, или в силу того, что 

^ ‘М, 1 

— плотность вектора а в* точке х, у, г. Если йіѵ а, или 
р, положительны, то эта точка является точкой источника, 
если же величина р отрицательна, то — точкой падения. 

Вторую часть решения, т. е. интеграл мы 

можем точно так же рассматривать, как выражение ньютонова 
потенциала некоторой системы материальных точек, а именно 
распределения масс на поверхности перерыва, по отношению 
к которой берется интеграл, — так называемый поверх¬ 
ностный слой (О, который называют также плотностью 
поверхности. 

Третье выражение решения может быть приведено 
к виду, аналогичному первым двум. 

Для того, чтобы это показать, мы пишем: 

і г 
ап 

1 л 
ап г-{-а г А}- 
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Полагая 

при условии, что при наименьшем значении йп величина 
всеже принимает конечное значение, мы получаем 

оба интеграла в том же виде, как и в первом случае. 

Величина 9 иди представляет собой поверхностный 

слой, или плотность на поверхности перерыва, который 
действует на внешние точки, согласно закону Ньютона. 

Плотность поверхности, к которой относятся оба 
интеграла, распределена по обоим сторонам поверхности 
перерыва так, что первый интеграл охватывает площадь, 
которая отталкивается от притягиваемой точки и тесно 
примыкает к поверхности перерыва, а другой относится 
к площади, которая тесно примыкает к площади перерыва 
с другой стороны. Плотность поверхности для двух про¬ 
тивоположных элементов, расположенных друг к другу на 
растоянии й л, возрастает с уменьшением (Іп ао беско¬ 
нечности, так что 

Ііт сіп) 

равен для данной точки наперед заданной величине х* В 
силу этого разность обоих интегралов принимает конечную 
величину, потому что 

Взамен этого, мы можем сказать, что 

^х(п ѵ) у ^:х. П) V у 

представляет собой сумму двух равных, взаимно про¬ 
тивоположных, ' бесконечно близких, распределенных по 
обоим сторонам поверхности перерыва слоев которые 
обладают такого рода бесконечно большой плотностью, что 
произведение плотности на расстояние между обоими 
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обкладками приближается с уменьшеним этого расстояния 
к пределу 

х-^(П-Ц) 

Такого рода перерывы называются двойными обклад¬ 
ками, или двойными источниками; произведение 
(Х п) называетя — моментом двойного источи и- 
к а абсолютная величина этого момента равна 4 те-ой части 
скачка от V поверхности перерыва. 

Если X *= ф постоянно по всей поверхности перерыва, 
то потенциал такой поверхности, -обложенной двойным 
источником, изображается так; 

Гсо8(г,п).. ^ 
X / —рт— 

где П обозначает телесный угол, под которым поверхность 
видна из начала координат. 

Глава 2. 

Некоторые теоремы гидродинамики. 

§ 34. Введение в теорию сил, действующих по 
поверхности. 

Если движение системы рассматривается не так, как дви¬ 
жение отдельных материальных точек, а как это принято 
при изучении движения жидкостей, где в основу рассу- 
жений берется неразрывная масса, то рациональнее, наряду 
с силами, действующими на элементы об’ема с содержанием 
массы, вводить силы действующие на тело по его по¬ 
верхности. Эти действующие по поверхности силы 
мы полагаем пропорциональными абсолютной величине сіо^ 
т. е. — элементу поверхности сі о, внешняя нормаль 
котораго должна совпадать с направлением" п; в общем 
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случае они зависят от координат точки и направления 
элемента поверхности; поэтому мы будем обизначать ин¬ 
дексом п силу отнесенную к элементу поверхности с 

нормалью п. 
В силу сказанного, уравнения движения переходит, 

согласно § 26, в 

(1) ^{9%а■г+%пао-р~аx^=‘0, 

(2) + ^ = 0, 

где обоначает силу, приложенную к единице массы, 
р плотность, а гі отнесено к неподвижным 
осям координатъ в пространстве и дает положение эле¬ 
мента об’ема и поверхности. 

Так как эти уравнения должны распространяться на 
любую частицу данной среды, а следовательно, и на элементы 
объема, то из первого уравнения следует, что 

/5Рп ао 
распространенный по поверхности бесконечно малого эле¬ 
мента, является бесконечно малой величиний третьего 
порядка. Вычисляя этот интеграл для частного случая, 
когда элемент об’ема дан в виде бесконечно малого тет- 
раедра с гранями йо, хЛо, \(Іо Ісіо мы заключаем, что 

Для какой-либо части этой среды, или даже для всей среды, 
мы можем в силу сказанного написать 

/ Й о = / (іРх (І Й о) + іРу (І й? 0) + іРг (I о)) . 
Правую часть можно преобразовать согласно теореме 
Гаусса в интеграл, взятый по об’ему 

г/ ^ ^ ^2 \ 
^ \ ^ л: ду д ^ / 

^ X , 
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ибо 

/ фх (і о) = і/(І іРх) (ІІо)+і/іі^х){іао)і-і /(15|3х )(і</о) 

или же 

=ііѵ (і (і іРх ))Лх 

и соответстиенно 

(I X 

отсюда 

(і 
с) 

^ ^4^х 
0 Х 

Производя преобразование левой части уравнения (1), 
получаем об’емный интеграл, причем должно иметь силу 
равенство: 

(3) ■ + йі^ Ол:' ду ' ^2: 

Интеграл уравнения (2), взятый по поверхности, мы можем 
подвергнуть точно такому же преобразованию. Таким 
образом, 

/[г, Щпі ао = /([г. ^х1 (I ^ о) + Іг, ^УІ Цао) + [г, 5|5х] (Ыо)) 

ъу бг 



Уравнения Эйлера для жидкостей без трения. 91 

По подстановке из уравнения (2) следует 

^ (іі:- 
-[і5Рх]-[ІЧ5уІ- 

д г 

Согласно формуле (3), левая часть этого уравнения об¬ 
ращается в нуль, т. е. компоненты, находящегося в правой 
части вектора, должны равняться нулю, т. е. 

(5Рхі) = ($уі), 

(4) 
(515хі) = (5Рхг). 

§ 35 Уравнения Эйлера для жидкостей без трения. 

При исследовании движения жидкостей без трения 
принимается, что 
(1) (Ч5хі) = (Ч5у!)=-с:іЗгі)=о 
и что абсолютные величины ,сил давления Щг 
равны друг другу. Следовательно, 

р^5х=рі, 

(2) 

и уравнение (3) принимает вид 

(3) Р^.-Р^ + ХР- 

Эти основные уравнения гидродинамики получают вид 
Эйлеровых уравнений, если заменить полное изменение 
по времени скорости точки через вектор г, т. е. 
(Рѵ СІГ) или , суммой местного и стационарного измене¬ 

ния; согласно уравнению (4) § 25, 
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К этому необходимо еще добавить другое основное ураз* 
нение, а именно, условие пес/ннмаемости, согласно кото¬ 
рому поступающая в элемент об’емл масса жидкости рав¬ 
на нулю. Масса жи^^кости, пзягая в единицу времени и 
на единицу поверхности равна произведению плотности 
на скорость. Если плотность постоянна, то 

(5) в == О. 

§ 36. Теоремы вихревых движений Гельмгольца, 

Если сила ^ обладает потенциалом V, то 

и уравнение (4) § 35 будет гласить 

І7+(” ѵ) о = ѵ(ѵ'+у/’). 

Отсюда может быть выведено уравнение, дающее общие 
свойства движения жидкостей под действием сил, обла¬ 
дающих потенциалом. (Силы трения не принадлежат к 
таковым). Выше нами было показано, что вращение гра¬ 
диента равно нулю; отсюда следует для данного случая 

(2) 

Если мы обозначим скорость вращения 

то уравнение получит вид 

2 ^ — іоі[о гоі о] = О. 

о і 
Применяя уравнение (5) § 27, имеем 

|;у + (о Ѵ) Ю — (ш ѵ) о = о. 
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или, согласно уравнению (4) § 19, 

(3) 

Это уравнение дающее свойства движения жидко¬ 
стей без трения; оно дано Гельмгольцем. 

Те частицы воды, которые еще не име¬ 
ют вращательного движения, не получав 
ют такового и в дальнейшем. 

Направление вектора ш совпадает, согласно опреде¬ 
лению, с осью вращения, или—по Гельмгольцу с вих¬ 
ревой линией через соответствующую точку, 
.Вихревые линии являются линиями, проходящими через 
жидкость так, что их направление повсюду совпадает с 
направлением мгновенной оси вращения частиц жидкости.* 

Расстояние двух соседних частиц на одной и той же 
вихревой линии в начале промежутка элемента времени 
йі дается по направлению и величине выражением • ш), 
В конце промежутка времени йі расстояние будет 

или применяя уравнение (3), 
•= (2 ш) + (2 ш ѵ) о ^ ^ (в ш) 4- е (ш ѵ) о 

что обозначает, что линия, соединяющая обе частицй, 
совпадает в направлении с осью вращения в конце эле¬ 
мента времени таким образом, частицы остаются на 
одной и той же вихревой линии. 

Каждая вихревая линия продолжает и 
в дальнейшем состоять из одних и тех 
же частиц в течение всего времени по¬ 
куда она проходит через жидкость вме- 
стесэтимичастицами. 
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Вихревыми нитями Гельмгольц называет об¬ 
разуемые вихревыми линиями трубки с частицами жид¬ 
кости, проходящими через бесконечно ма^іый замкнутый 
элемент поверхности кривой. 

Нетрудно видеть, что произведение скорости враще¬ 
ния и поперечного сечения остается постоянным по всей 
длине одной и той же вихревой нити, так как при пере¬ 
ходе от одного поперечного сечения одной и той же ни¬ 
ти к соседнему изменение интеграла этого произведения 
равно, согласно уравнению (5) § 5, 

(ш ѵ) ^ о === 0. 
Величину вектора ш называют силой вихря; произ¬ 
ведение силы вихря на поперечное сечение вихревой ни¬ 
ти называется моментом вихревой нити. От¬ 
сюда следует что вихревые нити, а следовательно, также 
и вихревые линии должны быть постоян¬ 
но замкнутыми. 

Если сила ^ не обладает потенциалом, то 

(4) /о^ІЦ + Соѵ)») =2(^—(и)ѵ)ч) = ТОіф'. 

Отсюда обратно следует, что если движение частицы 
происходит так, что она обладает потенциалом ско¬ 
рости, т. е. если 

гоі в ~ 2 ш == о , 

то движение происходит под действием сш, обладающих 
потенциалом; в данном случае уравнение (1) значи¬ 
тельно упрощается, так как 

(б) + 

Положив получаем после интегрирования 

(6) + V? (?л)-=Ѵ'-Ь 4* функция времени 
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Условие несжимаемости будет в этом случае гласить: 

V- л - О. 

§ 37. Соленойдальный вектор. 

В общем случае скорость частицы в несжимаемой 
жидкости должна удовлетворять обоим дифференциальным 
уравнениям; 

(1) йіѵ 0 = 0 

2) го/ о = 4 71 ш . 

Таким образом, согласно § 28, вектор скорости частицы 
является соленоидальным вектором области, не обладаю¬ 
щей источником. Его распределение определяется из урав¬ 
нений (1) и (2). 

Так как йіѵ о = О, то согласно § 27, о может быть 
представлено вращением другого вектора, поэтому положим 

(3) х> = гоіи. 

Тогда (2) переходит в 

(4) іоігоі\\~^га(ісІіѵ\х — і^\і = Ат^т. 

Самым общим выражением вектора является сумма 
вращения другого вектора и градиента скалярной величи¬ 
ны. Следовательно, мы можем написать 

и^гоіп' и". 

Уравнение (3) определяет лишь первую часть вектора и, 
и то время, как ^га(Іи" может быть взят произвольно, 
потому что 

п = гоі и ^гоі іоЫ, 
так как 

гоі и" ^ О, 

Таким образом, вектор г) может быть представлен векто¬ 
ром, представляемым в свою очередь, вращением 
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другого вектора, т. е. вектора, дивергенция которого рав¬ 
на нулю. В силу этого мы можем вектор и в уравнении 
(3) связать дополнительным условием 

(5) (ііѵ и =» О. 

Тогда из уравнения (4) следует 

(6) и ' 4 тг ш . 

Это уравнение равносильно трем аналитическим уравне¬ 
ниям между тремя компонентами; вид этих уравнениі^ 
тот же, что и в § 30. Если мы эти выводы применим к 
данному случаю, то можно написать: 

(7) и = 

при условии наперед заданной непрерывности и во всем 
пространстве и в предположении, что в бесконечноаи ц, 

как и -і, обращаются в нуль, что обусловливает превра¬ 

щение в бесконечности в и — в нуль. В виду анало* 
/*2 

ГИИ с скаларным потенциалом и обозначается, как век¬ 
торный потенциал векторного распреде¬ 
ления ш. 

То, что это решение удовлетворяет условию (5), мож¬ 
но вывести из вычисления 

(ііѵ 

Так как это вычисление довольно сложно, то мы при¬ 
меняем для проверки уравнения (5) другой более удобный 
способ. 

Уравнение (б) дает нам дивергент 

йіѵ и = йіѵ ^га(і йіѵ и = и === ~ 4 я ш . 
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Тогда из уравнения (2) следует 

йіѵ 4 л ш = О ^ 
(Ііѵ и = О. 

Это является ни чем иным, как уравнением Лапласа для 

(ііѵ и. Так как и, как и —, должно в бесконечности о6- 
г 

ращаться в нуль, а след., (ііѵ и, и то согласно § 30 

= что и требовалось доказать. 
Таким образом, вектор скоростей имеет вид: 

(8> 

^ГОІ ^ 

. с гоі а . 

здесь дифференцирование производится под знаком инте¬ 
грала, рассматривая о как переменное при чем расстояние г 
элемента ^ х от точки, для которой определяется о дается 
в координатах представляющих дифференциальные пере¬ 
менные интеграции. 

§ 38. Вихрь на поверхности. 

Поставим для векторного потенциала и общее условие, 
что при прохождении определенных поверхностей первые 
производные величины и в направлении нормали к этой 
поверхности могут быть прерывными, т. е., что 

((п Ѵ) и)і + ((п ѵ) «Ь = 4 я 5; 

тогда решение уравнения (б) предыдуіцего параграфа, 
должно согласно § 30, гласить: 

Валентинер. Векторный анализ. 1 
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Для о мы получаем следующее свойство. Мы образуем 
векторное произведение значения вектора в, принимаемое 
им в непосредственной близости к поверхности перерыва, 
на нормаль к поверхности перерыва в той же точке: 

[гГ, V] == [тѵ /0^ и] = (п и)ц — (п ѵ) и. 

Отсюда следует 

4^5 = (п и)д)і -Ь {^гасі (п и)п)2 -- [п о1і — \п 
Так как 

§;гасі (п и)п = ^ 

а сііѵи по обоим сторонам- поверхности перерыва равен 
нулю, то 

(ігаа (іГ и),і)і + (н и)іі)2 = 0. 

Таким образом остается 

[по]і + [йі)]2== —4:15. 

Компонента по касательной при про¬ 
хождении поверхности прерывается. Ком¬ 
понент по нормали остается непрерывным. То же подмѣ¬ 
чается из условий, что сііѵ н должен равняться нулю во 
всем пространстве; потому что принятие условия пре¬ 
рывности компонента по нормали к поверхности означает, 
согласно § 33, что поверхность обладает плотностью. 

Для дальнейшего исследования непрерывности выде¬ 
лим поверхность перерыва по возможности близко при¬ 
мыкающей к ее обоим сторонам замкнутой поверхности 
и возьмем вдоль замкнутой кривой на этой же поверхности 
интеграл 

ІѴ.СІ5. 

Интеграция должна происходить по обоим сторонам 
поверхности перерыва так, чтобы каждому элементу 
линии одной стороны соответствовал противоположно 
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направленный элемент на другой. Интеграл дает нам 
силу вихря через поверхность замкнутого пути интеграции, 
которая состоит из полосок, тем более узких, чем теснее 
прилегает замкнутая поверхность к поверхности перерыва. 
Интеграл может быть разложен на сумму интегралов, 
причем интегрирование производится по ряду замкнутых 
путей (черт. 13). Так как компонент ѵ по нормали при 

переходе через поверхность остается непрерывным, то 
мы можем избрать путь интеграции нормально к поверх¬ 
ности в любом месте, хотя бы даже отрезки пути прохо¬ 
дило бы в противоположном направлении. Соответственно 
этому мы разлагаем замкнутую полоску, дающую путь ин¬ 
теграции, на произвольно большое число соприкасающихся 
между собой узких полосок, положение и сумма площадей 
которых должна соответствовать первоначальным. Мы 
берем одну из таких элементарных полосок а с длиной 
и с очень малой относительно (І з шириной (І п. Тогда 
интеграл окружности этой полоски перейдет в 

(^1 — гоі:п[(і& -йѵі\, 
или отнесенный к единице длины в 

(ц^ — 3 = го/ о [й? 3 ^ іі]. 

7^ 
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В левой части мы имеем разность компонентов г) по ка¬ 
сательной в направлении б/з к обоим сторонам поверхности 
перерыва, которая должна, согласно выше принятым 
условиям, иметь конечное значение. Она равна компо- 
ненту вихря через бесконечно малую площадь [(іѣ сіп] в 
направлении нормали к этой площади. Таким образом, 
через поверхность перерыва проходит вихрь бесконечно 
большой силы, причем произведение поперечного сечения 
поверхности на силу вихря имеет конечную величину. 
Такие вихри называются вихрями на поверхноста. 

Глава 3. 

Некоторые отделы из теории электричества. 

§ 39. Вычисление любого векторного поля. 

В § 32 по данному источнику было определено век¬ 
торное поле без вихрей, в § 37 по данному вихрю была 
определена область без источника. Так как мы можем, 
согласно § 28, разложить любое векторное поле на поле, 
свободное от вихрей, и на поле без источника, то вы¬ 
числение произвольного векторного поля по заданному 
источнику и вихрю, удовлетворяющему выше данным ус¬ 
ловиям, не представляет затруднений, и мы можем тотчас 
же дать решение, т. е. дать значение вектора в любой 
точке. Вектор состоит из суммы градиента скалярного 
потенциала V и вращения векторного потенциала и: 

(1) ^^§гааѴ -\-гоіи; 

выражения для Ѵ и и даны в §§ 32 и 37. Для первой 
части мы ввели — не рассматривая прерывности вектора 
и его производных — обозначение Метр, Для второй 
части применяют подобное же обозначение. Вектор и 
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является потенциалом векторного распределения ш; ана¬ 

логично способу обозначений 

(2) У^Роір. 

полагаем 

(3) и = Ро/ш; 

уравнение (1) принимает таким образом вид 

(4) 2В = V Роі 9 + [ѵ Роі из]. 
Вместо этого можно также написать 

Мет 9 -1- Ьар ш. 

Второе сокращение ввелено в память Лапласа. Наряду с 
векторным соединением оператора Гамильтона 
векторного потенциала, существует еще вторая имеющая 
значение связь скалярная^ для нее также введено 
особое обозначение в честь Максвелля. 

V Роі из = Мах из. 

§ 40 Электромагнитные уравнения Максвелля Лоренца 

В математической физике со времен Максвелля наи¬ 

более существенное применение имеет векторное исчис¬ 

ление в представлениях электрических и магнитных яв¬ 

лений. В теории Максвелля при описании этих явлений 
применяются следующие векторы: 

и § — электрическая и магнитная сила поля, кото¬ 

рая по величине и направлению определяет в соответ¬ 

ствующей точке силу электрического, или магнитного 
поля, действующего на количество электричества е, или 
магнитный плюс т, после приведения силы посредством 
деления на е или на т, к заряду равному единице {е или 
т рассматриваются, как бесконечно малые). Заряд, рав¬ 

ный единице определяется тем, что величина силы оттал- 
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кивания двух тел с зарядами ^ и находящихся на рас¬ 
стоянии г друг от друга равна 

е е' 
4 71 л или 

т т' 
4 71 

Вектор Ф — электрическое возбужде¬ 
ние, или диэлектрическое смещение. Этот 
вектор берется так, что векторный поток через элемент 
поверхности й? о, т. е. 5) с? о, равен количеству электри¬ 
чества, протекающему через элемент за тот промежуток 
времени, в течение которого данная масса не подверга¬ 
лась никаким электрическим, или магнитным, влияниям. 
Таким образом, в электростатике 

является выражением соотношения между общим электри¬ 
ческим возбуждением через замкнутую поверхность и 
совокупностью заключенных в поверхности электрических 
зарядов. 

Для изотропных тел с диэлектрической постоянной в 
ф и (Е связаны соотношением 

Ф = 5(Е. 

Изменение Ф по времени, в определенной точке про¬ 
странства, обусловливает электрический ток, который 
Максвелль называет током сдвига. Внутри проводника, 
помимо этого тока сдвига, существует еще конвекци¬ 
онный ток электрически заряженных частиц, ско¬ 
рость которых дается вектором ѵ; представление этого то¬ 
ка совпадает со старыми теориями электрического тока. 
Отсюда полное выражение для электрического тока таково 

с)Ф 
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Этот вектор теория принимает как соленоидально распре¬ 
деленный, следовательно, он всегда может выражаться 
посредством вращения другого вектора. 

Вектор Ф — магнитная индукция или 
магнитное возбуждение. Этот вектор нам пред¬ 
ставится ясно, если мы вспомним о результатах даваемых 
законом Фарадея об индукции. В замкнутом проводнике 
индуцируется электрический ток, если возбудить или изме¬ 
нить, магнитное поле. Количество электричества, проходя¬ 
щее через поперечное сечение проводника при возбуждении 
магнитного поля пропорционально огибаемой проводни¬ 
ком площади, обратно пропорционально электрическому 
сопротивлению проводника и пропорционально магнитно¬ 
му возбуждению через поверхность зависящую от среды, 
в которой происходит возбуждение. В простейшем слу¬ 
чае — свободный эфир — возбуждение равно данной силе 
поля; в изотропной среде полагают ^ пропорциональ¬ 
ным §, множителем пропорциональности является магнит¬ 
ная проницаемость среды р; таким образом, 

Эти векторы (Е, 2), 6, ІВ находятся в зависимости 
друг от друга и связаны между собой следующими урав¬ 
нениями: 

(1) 

(2) гоі (Е 1 
с Ъі ' 

где величина с обозначает скорость света. Помимо этого 
мы имеем равенства: 

йіѵ 2) = р; 
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где р обозначает электрическую плоскость в данном месте. 
На основании общего значения уравнения (1) следует 

йіѵ 6 = Р + йіѵ (р п) = о, 

что говорит, что заряд каждого элемента массы должен 
оставаться без изменения во время движения. (Уравне¬ 
ние неразрывности в электричестве). 

§ 41, Мировые векторы и тензоры. Преобразование 
Лоренца. 

Уравнения предыдущего параграфа действительны для 
электрических явлений, происходящих в среде, не находя¬ 
щейся в движении, т, е. они служат для описания явлений, 
по отношению к системе координат, неподвижно связанной 
со средой, в которой происходят эти явления. Однако, 
применяющийся в теоретической механике принцип отно¬ 
сительности требует, чтобы уравнения движения не зависели 
от абсолютной скорости системы сравнения; в действитель¬ 
ности, уравнения движения остаются без изменения, если 
на место системы координат х, у, г вводится новая система, 
находящаяся в движении относительно прежней: 

(1) х'= X — иі\ у'=у — V і \ 2'^ г — хюі, 

где и, V, т являются компонентами скорости одной си¬ 
стемы относительно другой. Соответственно сказанному, 
электрические явления должны описываться таким же обра¬ 
зом — совершенно безразлично, отнесены ли тела к непод¬ 
вижно связанной с комнатой, в которой производятся на¬ 
блюдения, системе координат, или к системе, находящейся 
в движении по отношению к этой комнате, т. е., безраз¬ 
лично, воспринимаем ли мы это преобразование, или нет. 
Согласно сказанному, Герц распространил уравнения 
Максвелля для неподвижного тела на явления, проис¬ 
ходящие в теле, находящемся в движении и получил ряд 
следствий, которые, однако, не все удалось доказать. Отсюда 
можно было заключить, что если мы хотим придержи¬ 
ваться уравнений Максвелля, то нельзя применять принцип 
относительности чистой механики. 
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Наблюдения над скоростью света, рассматриваемого, 
как электромагнитное явление, показало, что скорость 
света не зависит от направления движения земли в про¬ 
странстве (опыт Михельсона) и привело к требованию, что 
при переходе от одной системы сравнения к другой, нахо¬ 
дящейся в относительном движении, расстояние г (г') между 
двумя точками твердого тела должно рассматриваться, не 
как неизменное, согласно преобразованию (1) 

/'Г -Ь ''2*- + гі = г'14- г'о" + 
а как 

+ гі + г.^ — с- Ь- - г'4- /''з- — 

где с обозначает скорость света. Инвариантность этого 
выражения при переходе от одной прямоугольной системы 
координат к другой, также прямоугольной, которая дви¬ 
жется относительно первой в направлении оси х со ско¬ 
ростью V, обусловливает следующие уравнения преобразо¬ 
вания: 

которые переходят в более простые: 

х^ = {х—V і); у'=у\ г' -= г; і' 

когда V достаточно мало по сравнению с с. Это пре¬ 
образование (2) называется преобразованием Ло¬ 
ренца. Надлежащее исследование показывает, что в 
этом случае удовлетворяется следующий общий принцип 
относительности. 

Все явления в пространсі'ве подчинены такого рода 
закону, что наблюдения, производимые над материальной 
системой точек, движущейся прямолинейно с постоянной 
скоростью вместе с наблюдателем, математически совпадают 
с наблюдениями, которые можно произвести над той же 
системой, если бы она, а вместе с нею и наблюдатель 
находились в покое. В силу этого нельзя установить ника¬ 
кими измерениями, как бы точны они ни были, абсолютную 
величину скорости, с которой движется какое-либо тело в 
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мировом пространстве. То, что дается наблюдением аб¬ 
солютно, это изменения, как скорости, так и направления. 
Минковский рассматривал это преобразавание по про¬ 
странству и времени, как преобразование четырехмерной 
прямоугольной пространственной системы координат в 
другую, в которой длина отрезка прямой^) 

^г{^ + гі + гі^ + 1-, при — 

должна оставаться постоянной. Уравнения преобразования 

< =■ я'}> Л2 + а'р I, 

\г'2’=А^г, + г, + лз + /, 

1 /'з = а + а'^' г.> + -1- я<4> I, 

С условиями ортогональности: 

т-1,2,3,4 

т,о-=1,2,3,4 

И с условиями, определяемыми значением /, или /' гласят: 
коэффициенты, имеющие индекс 4, должны быть мнимыми, 
все остальные — действительными, детерминант и а 
должны быть положительны. 

Это преобразование равносильно преобразованию Ло¬ 
ренца. 

При исследовании величин и соотношений, которые 
остаются инвариантными относительно преобразований 
Лоренца, или уравнений (3) с их добавочными условиями, 
оказалось целесообразным ввести векторы для этого четырех¬ 
мерного пространства. Величина, соответствующая поляр¬ 
ному вектору трехмерного пространства, была названа 
четвертым вектором. Он является совокупностью четырех 

Обозначение „1“, как четвертой координаты, введено Зоммер- 
фельдом в силу ее особого значения; оно должно напоминать путь 
луча (ЬІсІЦ-л'е^) света. 
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компонентов Рх> Ру» Рх» Р\ по направлениям осей че¬ 
тырехмерной системы координат, причем длина его не за¬ 
висит от выбора системы координат, поскольку послед¬ 
няя может быть приведена преобразованием Лоренца к 
первоначальной 

Осевой вектор, определяемый в трехмерном пространстве 
по каждым двум координатным осям компонентами, соот¬ 
ветствует так называемому шестому вектору, образуемому 
шестью компонентами, отнесенными к шести комбина¬ 
циям каждых двух осей. 

Вычисление четвертого и шестого векторов и их ли¬ 
нейных векторных функций было дано Зоммерфельдом: 
,АппаІ а, РНуз,'^ 32, 1910, стр. 749—776 и 33, 1910, стр. 
649—689. („2Гц/' РеІаііѵіШШНеогЫ Ѵіегсіітёпзіопаіе 
ѴеЫогаІ^еЪіа ипЛ Ѵекіогапаіузіз''.) 

§ 42. Закон Био-Савари. 

Если мы имеем дело со стационарным током в 
весомом проводнике, то полный ток 6 переходит в 
конвенкциональный^ р о. Магнитное действие последнего 
дастся выражениями: 

.л 1 ^ 1 тоі — 6 = — р о, 
^ с с 

йіѵ § = о . 
Отсюда согласно уравнению (4) § 46, следует: 

(1) 4 я § = іар 6 , 

или, если мы обозначим перпендикулярное к направлению 
тока поперечное сечение проводника, принимаемого в 
дальнейшем за бесконечно тонкое, через а силу тока— 
через 

6 
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то получаем 

4 71 ^ = Ьар 6, 

что дает нам закон Био-Савари относительно возбуждения 
магнитного поля посредством электрического тока. Для 
того, чтобы показать полное совпадение с обычным видом, 
мы исходим из обозначения 1ар\ 

Іар ш = [ѵ Роі ш], 

где дифференцирование относится к параметру при г, на¬ 
ходящемуся под знаком потенциала. Он определяет по¬ 
ложение точки, для которой берется потенциал, а в осо¬ 
бом случае уравнения (1) — положение места для которого 
должно быть дано §. Дифференцирование по этому па¬ 
раметру мы можем выполнить также под знаком интег¬ 
рала, и, следовательно, 

(2) Іар га ^ 

Величина ш не зависит от параметра, поэтому мы можем 
функцию с трехкратным интегралом,- написать, согласно 
уравнению (2) § 27, в виде 

Поэтому 

(3) 4 7Г§ = — 

ИЛИ, если положить д? х = ^ ^ в и принять во внимание, 
что 6 и имеют одно и то же перпендикулярное к 
поверхности р направление, так что 

6 (р • г/ ѳ) == лГ 5 (р • 6) = г/й • 
то 

(о') — 
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Таким образом, мы можем вектор § рассматривать, как 

сумму элементов (^/з, г) ^. Каждый элемент тока і йъ 

вызывает на расстоянии г магнитное поле, пропорцио¬ 
нальное синусу угла между элементом тока и линией со¬ 
единения, обратно пропорционально квадрату расстояния 
и перпендикулярное к плоскости, проходящей через линию 

соединения и элемент тока. Векторы (/з, г, [й^зг] 

4 т: ^ § следуют в порядке, требуемом правилом Ампера, 

Точно таким же образом, как мы преобразовали Ьар ш 
дифференцированием под знаком интеграла, можно 
преобразовать Мах ш и Ыеѵ р: 

(4) о = V Роі V <= І^ет р < ■///^ 
V ах. 

из этой суммы непосредственно видно что а может быть 
рассматриваемо, как геометрическая сумма сил, приложен¬ 
ных к различным элементам об’ема и действующих в точ¬ 
ке, для которой вычисляется а. Величина и направление 
этих сил определяются из закона Ньютона. 



Часть ІП 

Линейные векторные функции. Диады 
и тензоры. 

§ 43. Линейные векторные функции. 

Если компоненты некоторого вектора 
являются однородными линейными функциями ком¬ 

понентов другого Ь = і -Ь ^2 І + ^3 — то а является ли¬ 
нейной векторной функцией Ь. В таком случае существуют 
три скаларных уравнения: 1^1 =* -Ь ^2 Р-і + ^3 / 

^2 == ^2 "Ь ^2 "Ь ^3 ''з / 
^3 == ^3 + ^2 Р-З + ^3 ''з / 

где X, р, V являются в общем девятью независимыми друг 
от друга постоянными коэффициентами. Подобная линейная 
векторная функция уже встречалась нам в полном диффе¬ 
ренциале вектора по определенному направлению в § 19. 

Если между девятью коэффициентами существуют 
соотношения: 

(2) Рі = Х2, Ѵо—Рз, 

сводящие девять коэффициентов к шести, то векторную 
функцию называют симметричной. Подобную функ¬ 
цию мы рассматривали при исследовании момента коли¬ 
чества движения й, как функцию угловой скорости и в урав¬ 
нении (2) § 26. 
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Если девять коэффициентов связаны между собой 
уравнениями: 

(3) == Р2 ~ ^ ^ / 1^1 ^ — ^2 / ^'3/ "^2 1^8 / 
то мы говорим об антимметричной линейной век¬ 
торной функции. 

В дальнейшем мы рассмотрим более подробно неко¬ 
торые простейшие положения из теории линейных век¬ 
торных функций в применении к векторному исчислению, 
так как они — особенно, симметричные — играют боль¬ 
шую роль в физике. Эти функции имеют особенное значене 
в механике твердого тела и деформируемой среды и в 
теории электричества. 

Для них мы берем следующее определение: 

непрерывная функция вектора есть 
линейная векторная функция, если функ¬ 
ция, представляющая собой сумму двух 
векторов, равна сумме функций этих век- 
торо в. 

В действительности, между двумя компонентами одной 
и компонентами другой должны существовать соотношения 
вида (1). 

Для сокращения мы будем обозначать линейную век¬ 
торную функцию какого-либо вектора, ставя перед знаком 
вектора большую греческую букву. Система уравнений (1) 
напишется при этом так: 

(4) а = Ф • Ь, 

где Ф определяется коэффициентами X, р, ѵ. Мы можем 
написать: 

(5) Ф , ^1. 
Х2 , '‘^2» 

^3» ^3- 
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Таким образом линейная векторная функция опреде¬ 
ляется уравнением: 

(6) Ф • Ь + Ф ' с - Ф (Ь + с). 

Символ Ф называется аффинором, и выражение 
(4) гласит: произведение аффинора на вектор дает 
снова вектор; или — аффинор Ф переводит вектор Ь в 
вектор а. 

Обозначение „аффинор* должно напоминать, что 
уравнение (4), или система уравнений (1), могут быть рас¬ 
сматриваемы, как изображение сродственного (аффинор- 
ного) преобразования в пространстве — если «2» 
являются координатами конечной точки вектора а в одной 
системе и ^2» Н координатами той же точки в другой 
системе. 

Величины X, р, V мы можем рассматривать, как ком¬ 
поненты трех векторов по трем направлениям і, і, Е. Эти 
три вектора вида 

называются координатными векторами аффи¬ 
нора Ф. 

Символы линейных векторных функций мы снабжаем 
индексом с, если эти символы получаются из символов 
без индексов замены горизонтальных строчек вертикаль¬ 
ными и обратно. Их называют сопряженными пер¬ 
воначальным. Сопряженный аффинору Ф [уравнение (5) 
будет аффинор 

(7) Фс-=Хі, Х2, Хз, 

1^2/ 1^3/ 

Ѵі/ Ѵ2, Ѵз. 

Если Ф=* Фс, то Ф является символом симетричной линей¬ 
ной векторной функции; этот символ называется тензо¬ 
ром, Если Ф = —Фс, то Ф является символом антисим¬ 
метричной векторной функции. 
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Название тензор напоминает учение теории упругости 
о том, что напряжения в упругом теле связаны в первом 
приближении с направлениями нормалей к элементам по¬ 
верхности, к которым отнесены напряжения, посредством 
симметричной линейной векторной функции. Совокупность 
трех уравнений (1) называется тройным тензором, а коэф¬ 
фициенты ^2.... его компонентами. 

Этот символ может быть приведен к некоторому ска- 
лару, на который умножается вектор Ь, когда все коэф¬ 
фициенты равны между собой. Таким образом, можно 
рассматривать действие выполняемое под символом Ф как 
общий случай перемножения вектора и скаларной величины. 

Из данного определения непосредственно следует, 
что сумма двух векторных функций является также век- 
торной функцией, не зависящей от порядка следования 
слагаемых: 

Коэфицненты результирующей функции равны сумме со¬ 
ответствующих коэффициентов отдельных функций. От¬ 
сюда следует, что любая линейная векторная функция 
может быть рассматриваема, как сумма одной симметрич¬ 
ной и одной антисимметричной функции: 

(8) Ф «1/2 (Ф + ^с) +1/2 (Ф~ Фс). 

Симметричную часть 1/2 (Ф — Ф с) рассматривают так же, 
как тензор аффинора Ф, или как симметричную 
диаду первого рода и пишут сокращенно ізФ или [Ф]; 
антимметричную часть 1/2 (Ф — Фс) называют аксиато¬ 
ром аффинора и пишут ахФ, Таким образом: 

Ф^і$Ф-\^ахФ. 

Если мы будем снова рассматривать уравнение (1), как 
уравнение преобразования прямоугольной системы коор¬ 
динат Ьіу ^2» ^3» в прямолинейные координаты «2» ^з» 
то уравнение (8) выражает, что преобразование (1) может 
быть разложено на два отдельных преобразования: во-пер¬ 
вых, на то, которое соответствует символу 1/2 (Ф+Фс), 

Вачентннвр. Векторный анализ. 8 
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определяющему одно только поступательное изменение 
без изменения направления осей координат, и во-вторых, 
на символ (Ѵг (Ф — Фс)) соответствующий вращению осей 
координат. Более подробно об этом разделении будет 
сказано в §§ 50 и 51. 

§ 44. Диады. 

В уравнении (1) предыдущего параграфа в приведен¬ 
ном примере компоненты Пі, ао, ^2» являются 
компонентами векторов а и Ь по направлениям трех взаимно 
перпендикулярных осей і, і, Первоначально мы будем 
придерживаться принятого и произведем в этих уравнениях 
некоторые преобразования. Перемножая три уравнения 
на і и соответственно на }, ! и складывая, получаем: 

(1) а = і -Ь ^2 і Хз ^ 

-Ь ^2 {^ 1^2 І + і^з ^ ^ 
+ 6з{ѵіІН-Ѵ2І+Ѵз{}. 

Три выражения в скобках являются тремя* векторами, ко¬ 
торые мы образуем через I, ш, п, таким образом, 

(2) а = 1 + т -г ^3 п, 
или 

(3) а =- (Ь і) I + (Ь і) ш + (Ь І) п. 

Векторы I, ш и п представляют собой по величине и 
направлению частное от деления вектора а на абсолютную 
величину вектора Ь в случае, когда направление Ь сов¬ 
падает с направлением I, или Так как тогда, нацример, 

И таким образом, 

а 
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Джиббс и Вильсон пишут, взамен вида (1), (2) или (3): 

(4) а=-Ь-(і; ! + т-}-!; и) 

или 

і + ш; і + и; ?) • Ь, 
где знак между двумя векторами ставится для того, 
чтобы избежать возможной ошибки принятия этого выра¬ 
жения за скаларное произведение векторов. Точки перед 
и после Ь должны обозначать, что вектор Ь является од¬ 
ним из сомножителей скаларнаго произведения. Действие 
стоящее под знаком (I; і), называется простой диадой. 

Сравнение уравнения (4) настоящего параграфа с 
уравнением (4) предыдущего указывает, что символ Ф, наз¬ 
ванный нами аффинором, является суммой трех простых 
диад. Эта сумма, т. е. 

(5) Г; і + ш; 5 

или в общем виде 

6) + 
где векторы д, ^ могут быть и не взаимно перпендику¬ 
лярны, называется полной диадой, если ни с, Ь, е, 

ни 1^, д, 5 не являются тремя компланарными векторами. 
Подной ее называют потому что, как мы увидим далее, 
сумма произвольного числа простых диад может быть 
приведена к этому виду, с, Ь, е называются аі^теце¬ 
дентам и, а|^, Ь, ^консеквентами диады. 

Точно так же кажущееся наиболее общим выражение 
(6) полной диады, в котором ^ д, вообще не взаимно 
перпендикулярны определяет линейную векторную функ¬ 
цию вектора а в функции вектора Ь подобно выражению (1) 
предыдущего параграфа, за исключением случая, когда Лі,Й2» 

и І&2* ^3 являются компонентами векторов по трем 
произвольно выбранным не компланарным направлениям 

а® 
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Требование, чтобы, как первоначальные (антеце¬ 
денты), так и производные (консеквенты), были не компла¬ 
нарными векторами, является по отношению к линейным 
векторным функциям равнозначным тому, что система 3-х 
уравнений, вполне и однозначно определяет, как вектор 
а из Ь, так и вектор Ь из а. Таким образом, например: 

(7) Г + Ь; д + е; 

+ (іі?д + <І2в9 + <4^8г 
+ ^1 ? ^ + ^2 9 ^ + ^31) Ь 

и сама линейная векторная функция: 

(ё) 

+ ^3 { ? + ^2 6 + ^3 ^ • 

Символические выражения (5) и (6) показывают, что 
полная диада определяет две векторные функции в зави¬ 
симости от того, рассматриваются ли векторы с, Ь, е, или 

9, вместе с независимым вектором, как переменные; 
эти функции, что не трудно показать, являются сопря>|<ек- 
ными друг другу. Следовательно: 

(9) ЬФс^ФЬ. 

§ 45 Применения. 

Из уравнения (9) предыдущего параграфа для случая, 
когда Ф является тензором, т. е. Ф с, выводится теорема, 
имеющая большое значение для тензорного исчисления. 

Пусть а', Ь'и две пары величин, входящих сов¬ 
местно в значения векторов а и Ь и удовлетворяющих 
уравнению 

а = Ф • Ь. 
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Тогда мы можем в векторном произведении а', Ь'' произ¬ 
вести следующие преобразования: 

а' Ь" = Ф Ь' • - Ь' Фс • Ь" = Ь' Ф • Ь'" = V • . 

Таким образом, если, например, вектор а определяет со¬ 
стояние напряжения в бесконечно малой части какого- 
либо тела по направлениям, заданным вектором Ь, то 
наше уравнение говорит: каждое из двух напряжений 
а' и дает при проектировании по направлениям соот¬ 
ветствующим другим напряжениям, одинаковую проекцию. 
Если направления Ь' и взаимно перпендикулярны, 
то уравнение выражает, что соответственные напряжения 
сдвига равны друг другу, — выражение, согласное с 
Ф«=» Фс. 

§ 4в Некоторые правила для исчисления с 
с помощью диад. 

Диада = (/; примененная к вектору г, или, как 
мы говорим—перемножение диады с вектором г дает век¬ 
торную функцию: 

(1) 5г==(с';Г)г = (с'іН^'2 9 + ^'зЬ)([г). 

Две диады можно сложить если их предшествующие, или 
последующие, совпадают друг с другом; таким образом, 
если *= с'; ^ и Ф" = с" ; ^, то 

(2) Г г + Ф г = + Ф'О г = ((с' -1- с'О; О г. 

При помощи этой формулы нетрудно показать, что сумма 
произвольного числа диад может быть всегда приведена 
к сумме трех диад, так как мы всегда можем любой век¬ 
тор привести к сумме трех некомпланарных векторов дан¬ 
ного направления. Так например, 

(3) ^ = с;Ц-Ь;д-|-е;Ь-Ьо;р. 

Пишем 
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и получаем 

(4) = [+(Ь + ; В + (е + о/7з); 

Отсюда следует, что выражение (6) предыдущего параграфа 
представляет собой общий вид диады. 

В общем виде мы можем писать полную диаду, вы¬ 
ражающую сумму диад 

(5) 

коль скоро выбраны направления трех антецедентов, или 
трех консеквентов. Если например,—как в уравнении (I;— 

являются тремя консеквентами, то, согласно § 14, век¬ 
тор ві может быть выражен следующим образом; 

01 = 1 м и 9ІМ1 МГ9І ' 
и для трех антецедентов мы имеем выражение 

Полная диада может быть написана Л = + й'; 9 + 5)* 
Отсюда видно, что выражение (5) предыдущего параграфа 
столь же обще, как и выражение (6). 

Сомножители — диады и вектор, в какой-либо вектор¬ 
ной функции не могут быть переставлены один на место 
другого, символ же Ь Ф обозначает, что антецедентот 
перемножается с вектором Ь скаларно. 

Далее, необходимо заменить формулу: 

(с; Ог = сГс;[) • (с;7)•):=(;-/(с; |)с, 



IІекоторые правила для исчисления с помощью диад. 119 

где ^ и / являются абсолютными значениями векторов с 
и кроме того, 

ф- . = • С, 
Г 

где г — абсолюіная величина г. 
Наконец, необходимо показать значение многократ¬ 

ного применения диад к вектору. Задана состоит в том, 
чтобы применить к вектору 9^ = г диаду Фо» т. е. обра¬ 
зовать Фо Фі, г. Пусть 

Фд^= с; [ и Фо-^з; і, 

тогда 
Фз . Фі . (5, і) . (с; О . = і) . (с) • (?г)). 

Величина ([г) есть скаларная; таким образом, мы при¬ 
меняем Ф2 к с и получаем 

Произведение двух одночленных диад есть также одно¬ 
членная диада. Она состоит из антецедентов прежней 
диады, являющейся антецедентом новой и из консеквента 
задней являющейся консеквентом новой, перемноженных 
на скалярное произведение. Весьма важное значение 
имеет теорема, что если Ф г является произвольной 
векторной функцией, то при любых значениях и Гг 
векторное произведение 

[( ФГі)(ФГ2)] 

является линейной функцией векторного произведения 
[Гі Г2]. Это векторное произведение называется сопря¬ 
женным аффинором пищется 

(7) (Ф Гі) (Ф Г2)] =» Л о Ф Гг].. 

Если Ф удовлетворяет соотношению: 

(8) [(Фгі)(Фг2І«Ф[гіГ2] = Аго Ф[гіГ2], 

то Ф называют „вектором,** так как производимая аффи¬ 
нором трансформаіщя представляет собой простое вращение. 
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§ 47. Призедение полной диады к одному и 
двум членам. 

При известных условиях полная диада 
может быть приведена к сумме двух диад, 
или даже к одной диаде. 

Пусть дана полная диада 

(1) 0 (а; а' + Ь; Ь' + с; О 
антецеденты этой диады являются тремя произвольно дан¬ 
ными не компланарными векторами, по которым, согласно 
уравнению (6) § 52, вычисляются о', с'. 

Умножая диаду на вектор г, получаем вектор 

(2) = ф-г = а (а' г) 4- Ь (Ь' х) -Ь с (с' г). 
Условие приведения выражения (1) к двучлену рав- 

нозначуще условию аналогичного приведения выражения (2) 
при любом векторе г. Сказанное мы можем выполнить 
только тогда, когда одно из выражений в скобках может 
быть выражено посредством двух других, путем перемно¬ 
жения их на скалярные величины, т. е. если для всякого 
произвольного вектора х 

Л (а' г) -Ь ^ (Ь' г) = (с' г). 
Это уравнение возможно при условии, что 

Л а' + Ь' = с', 
т. е. если консеквенты являются компли- 
нарными векторами. Тогда’ выражение (1) пере¬ 
ходит в 

Ф - ((а -Ь Л с); а' 4- (Ь -Ь 5 с); Ь'). 
Если же, наоборот, консеквенты даны, как три неком¬ 

планарные векторы, то правая часть выражения (2) при¬ 
водится к сумме двух членов лишь в том случае, когда 
один трех антецедентов может быть представлен через 
два другие, т. е. когда антецеденты компланарны. Тогда 
можно написать 

Ф = (п , (а 4- Л с^) -Ь Ь ; (Ь' 4- В' с')). 
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где произвольный выбор консеквентов а', Ь', с' должен 
давать для антецедентов векторы 

а, Ь и с = а + В' Ь. 
В этом_елучае соответствующие различным направлениям 
вектора г значения вектора х' будут, согласно формуле 
(2), находиться в одной и той же плоскости, и х не может 
быть определено из х' однозначно. Аффинор Ф называют в 
этом случае планарным аффинором. Аналогич¬ 
ным способом можно показать, что полная диада приво¬ 
дится к одному члену, если при произвольном выборе 
не компланарных антецедентов (или же консеквентов) 
консеквенты(или же антецеденты) колли- 
н е а р н ы. Если Ф есть простая диада = (Ь ; е) (в данном 
случае речь идет о линейном аффиноре), то век¬ 
тор х' в который переходит при помощи Ф вектор г, от¬ 
личен от нуля лишь в том случае, когда вектор г имеет 
компонент, отличный от нуля в направлении антецедента е. 

§ 48. Нормальный вид полной диады. 

1. Каждая полная диада может быть 
представлена двумя группами из трех вза¬ 
имно перпендикулярных векторов. 

Линейная векторная функция х=Фх, где г обозна¬ 
чает единичный вектор, представляет собой радиус — век¬ 
тор эллипсоида. Она дает, как и любое линейное преоб¬ 
разование координат, преобразования сферы в эллипсоид. 
Возьмем за антецеденты диады Ф векторы а, Ь, с, совпа¬ 
дающие по величине и направлению с тремя главными 
взаимно-перпендикулярными осями; одна из теорем ана¬ 
литической геометрии говорит, что линейное преобразова¬ 
ние координат преобразует сферу в эллипсоид таким 
образом, что три взаимно перпендикулярные направления 
главных осей эллипсоида получаются из трех взаимно-пер-' 
пендикулярных радиусов сферы. Соответственно с этим 
имеем три величины: 

г' = Ь, 
г' = с, 
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значения г, также взаимно перпендикулярные, которые 
мы обозначаем через т,!; если однако 

с' - Ф • г 

должно для ! перейти в антецетенты диады, то 
консеквенты должны принять значения і,},!. Таким об¬ 
разом, любая диада может быть приведена к виду: 

(1) Ф = а; І4-Ь; і + с; 
где а, Ь, с и і,}, I представляют собой две группы взаимно 
перпендикулярных векторов. 

Из правил вычислений диад и векторов может быть 
выведена обратно упомянутая теорема аналитической гео¬ 
метрии. Для этой цели берем наибольшую абсолютную 
величину преобразованного вектора как первый анте¬ 
цедент а, а соответствующий вектор г обозначаем через і. 
За второй антецедент Ь берем тот вектор г', который 
имеет наибольшую абсолютную величину из всех векторов, 
соответствующих вектору с и перпендикулярных к і; соот¬ 
ветствующий ему вектор г обозначаем через {, как тре¬ 
тий антецедент с берется вектор г', который выводится 
из вектора ^ перпендикулярного к векторам | и і. Тогда 
векторная функция будет 

(2) і/= (а; і + Ь; і + с; ?) • г. 

В точке, где г' достигает наибольшей величины, г' и ^ г' 
взаимно-перпендикулярны, и таким образом 

(3) г'• = с'• (о; І-ЬЬ;і + с; !)• й?г = 0, 

так как, согласно уравнению (2) и уравнению (6) § 43, 

^ г'== (а; г + Ь; і-Ь с;!) • ^ с. 

В данном случае только г' должно принять значение а, в 
то время, как сі т перпендикулярен к г, т. е. — к і, и 
скаларное произведение (3) приводится к 

а • (Ь -{- с = О, 

если положить ] • и к • Итак, а перпен¬ 
дикулярно к плоскости векторов Ь и с. В этой плоскости 
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Ь снова является наибольшим значением г', так что вдоль 
линии пересечения эллипсоида с плоскостью 

если принять во внимание, что й с перпендикулярно к г, 
в данном случае — к и если положить 
Отсюда следует, что Ь и с также взаимно перпендикулярны. 

2. Представление диады в виде двух групп трех взаимно 
перпендикулярных векторов называется нормальным 
видом диады: в этом случае мы пишем: 

(4) 

Особое значение имеет случай, когда в диаде нормаль¬ 
ного вида диады а^ Ь^г, тогда 

Ф^а{Ѵ\ І4-І': !). 

Применение этой диады равносильно произведению и одно¬ 
временному с ним приращению вектора по всем направле¬ 
ниям на одну и ту же величину. 

Если а — Ь^с^ \ то Ф является верзором, для 
которого действительно соотнопіение (8) § 46. 

Если, наконец, й^Ь = С'=^\ и і' = і, Г = І* то 
мы имеем единичную или идентичную диаду 

(5) + + 

в которую обращается Ф. 

Применение идентичной диады к век¬ 
тору приводит вектор к самому себе, т. с. 

(6) г -,/ • г; 
точно гак же: 

ф^ф ^ = ^ ф. 

Произведение двух диад, согласно § 46, есть также 
диада; таким образом, при данной величиние Ф дол.жяо 
удовлетворяться уравнение: 

Это уравнение требует если мы, как и выше, ьред- 
аавляли под применением ФиФ к векгору г преобразование 
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координат, причем преоорозование Ф должно уничтожаться 
преобразованием т. е,, если 

г' = Ф • г, 

Таким образом, обозначает линейн^^ю векторную функцию 
X вектора если Ф является линейной векторной функ¬ 
цией г от вектора г'. Ф дает решение для уравнений 
преобразования г в г'. ХР' называется обратной диадой 
и обозначается символически Ф-*і. 

§ 49. Полный дифференциал вектора. 

Для представления бесконечно малой деформации 
какого-либо об’ема наполненного сплошной массой берут 
следующие уравнения. Пусть смещения точки Уі, 
даны величинами а соседней точки 
величинами ^2» '^2> ^2» тогда имеем уравнение: 

(1) Ц + (У2-Л) 

и соответственные уравнения для 

^2 — 'Оі/ ^2 — ^1» 

Величины ^2 — '^2 — ^1* ^2— Ь1 являются компонентами 
относительного смещения соседних точек и выражаются урав¬ 
нениями (1), как линейные функции компонентов ^2 — х^, 

^ г Уо —Уі, —2^, когда известны производные —, . . . ; 

другими словами, вектор (іѵ с компонентами ^2 — 
'^2 — '>^1» ^2 — ^1» выражается линейно вектором (іх с ком¬ 
понентами аг2—і У2—Уі > ^2 — '2'і* Вводя векторное 
изображение, мы полагаем 

ё і + І -Ь ъ 
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тогда система наших уравнений переходит в 

где Ф заменяет собой выражение в скобках. В оконча¬ 
тельной форме, аналогично формуле (7) § 44, имеем: 

(3) 

+Й"+Й1'+ІІ"‘ 
или, аналогично формуле (7) § 43, 

Ъх* ^л: 

(4) ] II ^ М 
' с)У ’ 5)У * дУ 

АІ ^-5 ? I 
б * Ь -2^ * ^г. 

Мы можем согласно принятому в § 19 способу изоб¬ 
ражения, писать левую сторону уравнения (2) в символи¬ 
ческом виде 

(5) (і/ гѵ) в = (й? гѵ) ^ гѵ) ^ І 4- ^Ѵ) ^ ^ 

или 
(6) (й?гѵ)в = Ф*й?г = й?г-Фс. 

Если мы будем рассматривать, как уже делали ранее, 
оператор ѵ» как символический вектор: 

V 

и (сіх ѵ)—как скаларное произведение двух векторов, то 
уравнение (6) показывает, что {сіѵ ѵ) в представляет собоЛ 
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диаду, состоящую из векторов ѵ и о, и помноженную на 

йХу т. е. 

(7) ѵ; 

Этот новый способ представления полного дифференци¬ 

ала, в противоположность примененному ранее, не является 
чисто символическим. Здесь мы видим, что диада яв¬ 

ляется скорее действительным физическим образованием, 

причем эта реальная величина Фс умножается на реаль¬ 

ный вектор. 

К этому приводит нас следующее рассуждение, по¬ 
казывающее, что диада может быть представ¬ 
лена, как поверхность второго порядка. 

Уравнение (2), или (6), нам дает относительное сме¬ 
щение йху двух точек, находящихся друг от друга на рас¬ 
стоянии (іх. Необходимо исследовать, на какой поверх¬ 
ности находится конечная точка смещения о на единицу 
длины й г, происходящего по различным направлениям й?г, 
если начальная точка не меняет своего положения. Из 
уравнения (2), если через Ф обозначить обратную диаду, 
следует: 
(8) й? г — Ф -1 ^ о. 

Пусть йх есть единичный вектор; умножаем уравнение 
скаларно, на самое себя; получаем 

(9) 1 = (Ф-1 

что представляет собой квадратное уравнение относитель¬ 
но вектора й'о. Таким образом, конечная точка й\у на¬ 
ходится на поверхности второго порядка,—которая—если 
мы предположим конечные величины для всех смещений 
рассматриваемой системы—^должна быть эллипсоидом. Этот 
эллипсоид вполне определен коэффициентом диады Ф , 
или Ф. 

§ 50. Применение к бесконечно-малым смещениям 
непрерывно распределенной массы. 

Бесконечно малые относительные смещения точек 
неразрывной массы происходящее под действием каких- 
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либо сил относительно находящейся в той же массе точки, 
принятой за начало представляемое при помощи линейной 
векторной функции вектора г, даны для точек, находя¬ 
щихся от начала на расстоянии г, формулой: 

(1) 
причем расстояние точек от начала в конце смещения 
есть: 

г-}-Пі - г-Ь Фі • г. 

К данному смещению прибавим еще деформацию, обозна¬ 
чаемую диадой 02* После этого второго смещения коор¬ 
динаты точек выразятся формулой: 

г 4- + 0*2 = Фз (г 4* Фі г) 4- + г, 
или 

(2) 4" ^ ~ Ф2 4“ Фі т) + Фі г. 
Так как смещения должны быть бесконечно малы, то мы 
можем пренебречь величиной Ф2 Фі г, как величиной беско¬ 
нечно малой высшего порядка по сравнению с прочими, 
и из уравнения (2) получаем выражение: 

(20 4* ^2 “ Ф2 ^ 4“ Фі 
дающее важное свойство — сложение многих бесконечно 
малых смещений. 

Относительное увеличение расстояния г, происходя¬ 
щее при возникновении деформации (1), т. е. проекцию 
смещения п в направлении г, отнесенной к единице дли¬ 
ны г — мы получим, умножая выражение (1) скаларно на 
г и деля затем обе части его на г-; таким образом, получаем: 

п • г Ф- г • г 
(3) 

Так как 

Ф X - X ^ X ' Ф ' X I ■ Фс г, 
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а векторы, стоящие по обоим сторонам Ф равны между 
собой, то 

I 
Ф • г • Г = -у (Ф -Ь Фс) г • г = [Ф] г • г. 

Таким образом, в общем случае бесконечно 
малой деформации расстояние выражается 
симметричной диадой первого рода, т. е. 
тензором. 

Разложение диады Ф на две части — одну, симметрич¬ 
ную (тензор), и одну, антисимметричную, имеет в рассмат¬ 
риваемом случае особое значение в физике. Изменение 
расстояния зависит от тензора. Таким образом, еслц де¬ 
формация такова, что эта часть обращается в нуль, то ни 
по одному из направлений деформации не происходит 
дилатации (расширения), иначе говоря — движение среды 
происходит подобно движению твердого тела. В силу 
этого следует, что вторая антисимметричная часть диады 
представляет собой вращение среды вокруг точки, 
относительно которой рассматриваются смещения; эта вто¬ 
рая часть принимает вид: 

_ ^ф ф с) ~ йо — ^1, — % 

Ьі — ^2, О, ^3 — С2 

^3 — ^1/ ^2— ^8/ ^ } 

= і_/о 
2 \ ' Ьу Ьх' ^2 2)л;' 

О ^ —^ 
ЪХ Ъу' ' Ь 2 Ъу^ 

о1 
с)лг с)2г' ^у С)^' л ' 

где производные деформации обозначаются согласно §49* 
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Деформация, соответствующая этой диаде, ііыражаеіся 
так: 

(5) 
Г1. 

Если точка, к которой отнесены эти смещения, сама 
испытывает бесконечно-малое смещение, то для получения 
абсолютного смещения мрл должны прибавить смещение 
этой точки. Сказанное показывает, что каждое бесконеч¬ 
но малое смещение может быть представлено, как сово¬ 
купность из: 

1. Параллельного перемещения среды; 
2. Дилатации, величина которой дается симметричной 

частью диады, определяющей линейную векторную функ¬ 
цию смещения; 

3. Вращения среды вокруг начала координат, опреде¬ 
ляемое по величине и направлению антисимметричной 
частью диады. 

§ 51. Главные оси дилатации. Чисто об’емная 
дилатация. 

Из уравнения (3) прошлого параграфа, определяющего 
дилатацию в наперед заданном направлении, мы можем 
получить направления главных осей дилатации, т. к, нап¬ 
равления, в которых дилатация достигает наибольших )і 
наименьших значений. После того, как мы уже выше 
показали, что деформация превращает сферу в эллипсоид, 
само собой следует, что главные оси дилатации совпада¬ 
ют с главными осями эллипсоида. Однако рекомендуется 
для упражнения вычис.тить главные оси дилатации и вмес¬ 
те с тем показать, что по их направлениям происходят 
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лишь изменения длин, а вовсе не изменения направления 
радиуса вектора. Для одного из трех особых значений 
относительного приращения в направлении по длине мы 
должны иметь нуль. При дифференцировании выражения 

(1) = 

необходимо учитывать, что для единичного вектора г дол¬ 
жно удовлетворяться соотношение: 

(2) X ' 

Дальше имеем 

й {[Ф] т • г ] = [Ф]сіх • х-\- [Ф] X ' йх, 

или, в силу симметричности диады, 

[Ф]й?г • г ^г • [Ф] » й?г б?г • [Ф] • г “[Ф] г ' Й?X, 

следовательно, 

й {[Ф] г • г} 2 [Ф] г ’ (іх. 

Вычитая из этого выражения, равного нулю, уравнение 
(2) , умноженное на произвольную скалярную величину X 
и выраженное идентичной диадой т. е. уравнение 

-х = О, 

получаем: 

(3) ([Ф] —^ і ' сіх^О. 

Это уравнение должно удовлетворятыя при любых зна¬ 
чениях ^х и, следовательно, также при тех значениях й г, 
когда йх совпадает с направлением вектора 

([Ф]-~~Х/).г, 

следовательно, самый вектор должен такмсе равняться нулю. 
Этому условию эквивалентны три уравнения скаларных 
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однородных и линейных относительно компонетов /2» 
вектора г. 

Подобные уравнения могут быть составлены лишь, 
когда обращается в нуль детерминант диады ([Ф] — Х7), 
т, е. детерминант, составленный из коэффициентов диады. 
Это условие приводит к уравнению третьей степени относи¬ 
тельно X, дающему три действительных решения. Каждо¬ 
му значению X соответствует система значений компонентов 
^1* '2» ''з вектора г. Получаемые, таким образом, направ¬ 
ления мы обозначим через г', г'', Эти направления 
взаимно перпендикулярны, что нетрудно увидеть из 
уравнения (3). Уравнение (3) относительно Х^^ и х!у 
сокращенное на ^г, принимает вид: 

(4) ([Ф]-Х,У)?-0, 

а относительно Хз и х!' — 

(40 ([Ф]-Х2У)Ѵ^-0. 

Умножая первое уравнение скаларно на х!'^ а второе на г' 
и вычитая второе из первого, получаем: 

(Хі — Х,)? = о. 

Таким образом, если Х^^ и Хо не равны между собой, 
то г' иг'' должны быть взаимно перпендикулярны. То же 
следует и для комбинации г"', х' и г'", г", когда Х3 отлична 
от Хі и Х2. 

В этом случае существуют три взаимно перпендику¬ 
лярных направления, по которым дилатация получает 
предельные значения. Эти три направления являются 
главными осями эллипсоида, определяемого диадой пре¬ 
образования Ф. 

Величину дилатации по трем направлениям мы полу¬ 
чаем из уравнений (4), (4') и соответствующего уравнения 
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относительно так как [Ф] г является той частью де¬ 
формации, которая относится к удлинению. Итак, мы имеем 

(5) 

-^Оі=-[Ф] г - Хі* 

1 ^ 

7^7-«.-^2 г 

Отсюда следует, что по главным направлениям дилатации 
деформация [Ф\ вызывает лишь удлинения, а не изменения 
направления радиуса — вектора, 

Дилатация объема сферы радиуса, равного единице, при 
деформации в эллипсоид с полуосями: 1 -Ь Х^; 14- Хз, 1 + 
для единицы об’ема называется единицей дилатации, а так 
как Х^, Хз, Хз по сравнению с единицей малы, то единица 
дилатации равна Х^-}-Хз + ^з- ^^а равна сумме диагональ¬ 
ных членов диады Ф, или тензора [Ф], так как Х^, Хз, Х3 

являются решениями уравнения третьей степени, получае¬ 
мого приравниванием нулю детерминанта, составленного из 
коэффициентов диады ([Ф] — X/). Об’емная дилатация 
будет равна нз^лю, если Х^ 4- Х, + Хд, или 

(6) 
ЬУ 

что представяет собой уравнение гидродинамики, дающее 
условие неразрывности жидкости. Диаде, связанной подобным 
условием, соответствует чисто внешнее изменение. Если после 
деформации внешнего изменения (изменения формы) нс 
произошло, то величина дилатации должна быть одинаковой 
по всем направлениям, т. е., длины Х^, 7^, Хд равны между 
собой. Условия, которым в данном случае подчинены 
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коэффициенты диады преобразования мы находим следую¬ 
щим путем. Если =» Х2 = Хд, то линейная векторная фунция 

п = [ф] г = Л г»! -Ь Б Г)2 + С Од = 

= Л Х^^ г' -Ь ^ ^ > 
которой в общем случае дилатации соответствует вектор 

г - Л г' -г В г" -г С х'", 

переходит в: 

® (Л х -\- В х' “Ь С у^ ') ~ Х^х ~ ^ • и. 
Следовательно, при любом векторе имеем: 

(№“>4-/)-г-О, 
или 
(7) [Ф]^Х,У. 

Две диады равны лишь в том случае, когда все 
коэффициенты их нормального вида равны между собой. 
Коэффициенты ^ нам известны, и потому 

Г Ді === ^2 ^3 "" ’ 
\ Сд “Ь ^3 “ ^3 “Ь “Ь ^2 ~ ^ • 

Подобная деформация, коэффициенты которой удов¬ 
летворяют этим условиям т. е. такая которая вызывает 
увеличение размеров на одну и ту же величину по всем 
направлениям, не вызывая, однако, изменения направлений, 
называется чисто об’емным изменением. 

§ 52 Скаларная и роторная диады. 

В уравнении (8) § 44, выражающем а в виде линей* 
ной функции Ь, векторные суммы в правой части могут 
быть представлены другим способом, чем в рассмотренных 
до сих пор диадах. В них вектор Ь является сомножите¬ 
лем скалярного лроизвеѵдения. Мы можем представить 
векторную функцию в виде суммы трехкратного вектор¬ 
ного произведения, в котором вектор Ь—аргумент линей- 
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ной функции—является множителем, помимо дополнитель¬ 
ного члена образованного скаларным умножением аргу¬ 
мента. 

Уравнение (8) § 44 можно написать в виде: 

/1-,/а = (Ь Ос + (Ь 9) Ь +,(Ь :^) е = 
^ ^ I = [Пс ЬЦ + [9 [Ь Ь]1 + ІМе Ь]1 + 6( Г с + 9 Ы- 5 е), 

причем направления д, 1) наперед не заданы, они свя¬ 
заны лишь условием некомпланарности. 

Символически можно писать: 

[а = [Пс4-І9[Ы-[Ме,Ь]І4-/)Ь=^ 
\ =([с4-9Ь+^е)ХЬ4-І)-Ь. 

Действия производимые в прямоугольных скобках, обоз¬ 
начаются также через 

(3) п с, 

как диады, и в отличие от ранее рассмотренного вида, 
т. е. скаларной или линейной диады, этот диаду называют 
роторной или планарной. Сумма произ¬ 
вольного числа одного и того же вида, диад может быть 
приведена к сумме не свыше трех диад того же вида. 
Относительно скаларных диад мы будем придерживаться 
сказанного в § 46. Для роторных диад мы поступаем 
следующим образом. Пусть дана сумма из более чем трех 
диад, посредством которых мы должны представить линейную 
векторную функцию. Каждая линейная векторная функция 
может быть, как мы уже видели, представлена в виде суммы 
трех роторных диад и дополнительного члена — вектора, 
параллельного аргументу линейной векторной функции. 
Однако, переменный вектор нельзя представить в виде 
тройного векторного произведения вида [а [Ь с] ], в кото» 
ром этот вектор являлся бы сомножителем; следовательно, 
дополнительный вектор в линейной векторной функции 
может также быть получен из роторной диады; иными 
словами, если берется сумма роторных диад, то абсолют¬ 
ная величина этого вектора должна равняться нулю. Та¬ 
ким образом сумма может быть представлена тремя ро¬ 
торными диадами. Такие диады, приведенные к *трем 
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членам и не могущие быть упрощенными, в дальнейінсм 
называются полными скалярными или же пол¬ 
ными роторными диадами. 

§ 53. Применение диад в тройном векторном про¬ 
изведении. 

Применение диад к линейным векторным функциям 
удобно потому, что троііное векторное произведение 

а [Ь г] и [а [Ь г]] 

не-допускает приведения к форме, в которой переменный 
вектор г содержался бы в явном виде, а именно — перем¬ 

ноженным с известным уже видом обоих 
данных векторов. При помощи диад всякое произ¬ 

ведение трех векторов, между которыми находится и 
переменный вектор, приводится к известной уже форме в 
виде комбинации из двух данных векторов с переменным. 

В тройном произведении оба постоянных вектора а и Ь 
могут встретиться лишь в следующих комбинациях: 

1. а Ь, как склліриое произведение в (аЬ) г 

2. [а Ь], как векторное произведение в [а Ь] г и |[а Ь] г] 

3. » как скалярная диада в а [Ь т] или [г й] Ь 

4. в о [Ь т] или [г а] Ь 

5. , как роторная диада в [а[Ьг]1 или [[ГОІЬ]. 

где сочетание (4) может быть приведено к сочетанию (2), 

так Как 

й [Ь г] = [а Ь] г. 

Для задания диады необходимо знать направления 
обоих векторов й и Ь, а также произведение из абсолют- 
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иых величин. Этим самым определяются две первые ко^^- 
бинации—скаларное и векторное произведение. Прн. ис¬ 
числении диад их называют обычно первым скала- 
р о м, или же первым ротором диады. 

Иоман, давший много работ в области систематического 
исследования исчисления диад, обозначает скаларные ди¬ 
ады с помощью индекса 5 наверху, а роторные диады — 
с помощью аналогичного индекса г, если приходится поль¬ 
зоваться одновременно теми и другими. Таким образом, 
если для одного члена диады мы будем применять букву 
Л. то 

/^5=. а(Ь-=аЬ-==а;Ь 

/1*'=[а[Ь=^аЬ 

Первый скалар диады, (а, Ь), обозначается через , или, 
как форма, полученная из роторной диады — через 

— Ѵг ЛІ, так что 

Л^ = -2(а6). 

Первый ротор диады, [а Ь], обозначается через л,, и—ЛІ5 
таким образом 

л;=-л^=[п 6], 




